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内 容 提要 


本 书 介绍 复 变 函数 与 积分 变换 的 基本 概念 .理论 和 方法 。 全 书 共 分 9 章 ,主要 
内 容 包括 :复数 与 复 变 函 数 , 解 析 函 数 , 复 变 函数 的 积分 ,解析 函数 的 级 数 表 示 , 留 数 
及 其 应 用 , 共 形 映射 ,解析 函数 在 平面 场 的 应 用 , 传 里 叶 变 换 , 拉 普 拉 斯 变换 等 。 

本 书 中 每 章 的 后 面 给 出 本 章 的 小 结 及 若干 思考 型 题目 ,便于 读者 复习 和 总 
结 ;同时 每 章 还 配备 了 一 定数 量 的 习题 并 在 书后 给 出 习题 的 答案 或 提示 。 附 录 中 
附 有 傅 氏 变换 简 表 和 拉 氏 变换 简 表 ,可 供 学 习 时 查 用 

本 书 可 作为 高 等 院 校 工科 类 各 专业 学 生 的 教材 ， 也 可 供 相 关 专业 科技 工作 者 
和 工程 技术 大 员 参 考 。 i 
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第 二 版 前 


了 中 


复 变 函数 理论 以 其 完美 的 理论 与 精湛 的 技巧 成 为 数学 的 一 个 重要 
组 成 部 分 , 它 产生 于 18 世纪 ,并 在 19 世纪 得 到 了 全 面 的 发 展 。 欧 拉 、 
达 朗 贝尔 、 拉 普 拉 斯 、 柯 西 、 黎 曼 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 等 为 这 门 学 科 的 创建 与 
发 展 做 了 大 量 的 工作 。20 世纪 初 , 米 塔 - 列 夫 勒 、 庞 加 莱 、 阿 达 马 等 进 
一 步 开拓 了 复 变 函数 理论 的 研究 领域 ,为 这 门 学 科 的 发 展 做 出 了 重要 
贡献 。 复 变 函 数理 论 不 仅 对 数学 领域 的 许多 分 支 产 生 了 重要 的 影响 ， 
而 且 在 其 他 学 科 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

复 变 函数 与 积分 变换 是 工科 相关 专业 的 一 门 重要 基础 课程 ,通过 
本 课程 的 学 习 , 使 学 生 掌 握 复 变 函 数 的 基础 理论 和 方法 ,重点 掌握 解析 
函数 、 柯 西 定理 与 柯 西 积分 公式 、 留 数 、 共 性 映射 等 内 容 ,以 及 掌握 传 里 
叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 与 方法 ,为 有 关 后 续 课 程 的 学 习 葛 定 必 
要 的 数学 基础 。 

本 教材 的 第 一 版 于 1999 年 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 ,2003 年 经 修 
订 后 出 版 了 教材 的 第 二 版 ,并 同时 出 版 了 与 之 配套 的 辅导 教材 ( 复 变 函 
数 与 积分 变换 学 习 辅 导 与 习题 全 解 》。 本 教材 具有 概念 明确 、 重 点 突 
出 、 循 序 渐进 、 便 于 教学 等 特点 , 自 出 版 以 来 一 直 为 全 国 不 少 高 等 院 校 
相关 专业 的 教师 和 学 生 所 选用 , 曾 多 次 重印 。 

俗话 说 “十 年 磨 一 剑 ”, 本 教材 从 第 一 版 算 起 到 现在 正好 进入 第 十 
个 年 头 ,为 了 使 其 更 趋 成 熟 与 完善 ,我 们 针对 第 二 版 教材 的 不 足 又 进 一 
步 进 行 了 修改 ,订正 了 原 教材 中 的 一 些 印 刷 错误 和 不 确切 的 文字 叙述 ， 
并 形成 第 三 版 教材 提供 给 广大 读者 。 新 版 教材 保持 了 原 教 材 的 风 摇 ， 
仍然 分 为 九 章 , 其 中 前 七 章 为 复 变 函数 的 内 容 , 后 两 章 为 积分 变换 的 内 
容 。 除 了 第 七 章 解析 函数 在 平面 场 的 应 用 作为 选 讲 内 容 之 外 ,其 余 八 
章 内 容 的 教学 大 约 需要 40 学 时 。 


本 教材 主要 面向 工科 专业 ,在 编写 上 尽力 做 到 重 概念 、 重 方法 与 重 
应 用 。 一 方面 ,注重 概念 、 定 理 的 精确 性 、 严 密 性 与 科学 性 ,强调 概念 、 
定理 的 产生 过 程 中 所 蕴含 的 思想 方法 ; 另 一 方面 ,在 保证 科学 性 的 基础 
上 ,切实 贯彻 “以 理论 为 指导 ,以 应 用 为 目的 ”的 原则 ,减少 茶 些 理论 推 
导 , 注 重 学 生 的 基本 运算 能 力 和 实际 应 用 能 力 。 每 章 后 面 的 小 结 除 对 
本 章 主 要 内 容 进 行 简要 的 总 结 外 ,还 对 某 些 内 容 在 概念 与 方法 上 作 了 
进一步 阐释 ,以 帮助 学 生 从 细节 的 掌握 升华 到 对 整体 的 认识 ,使 学 生 
“ 既 见 树木 ,又 见 森 林 ”。 每 章 后 面 还 设置 了 一 定数 量 的 思考 型 题目 ,用 
于 启发 并 训练 学 生 的 独立 思考 能 力 和 分 析 能 力 。 

借 第 三 版 出 版 之 际 , 再 次 感谢 各 位 教师 与 新 老 读者 对 本 教材 的 信 
任 与 支持 ,对 华中 科技 大 学 数学 系 领 导 和 同仁 们 给 予 的 热情 帮助 也 再 
次 表示 填 心 的 感谢 ,并 向 本 教材 的 出 版 ,发 行人 员 所 付出 的 辛勤 劳动 表 

限于 编者 水 平 ,不 受 之 处 在 所 难免 , 冤 请 广大 读者 批评 指正 。 特 别 
是 在 本 教材 的 使 用 过 程 中 ,如 果 有 什么 问题 和 建议 ,欢迎 您 及 时 与 编者 
取得 联系 。 


编 者 
lhlh0125@ 163. com 
xiesongfa@ 126. com 

2008 年 -3 月 于 华中 科技 大 学 


第 二 版 序 


在 高 等 学 校 理 工科 专业 的 数学 教育 体系 中 ,工程 数学 一直 是 属 
于 具有 重要 地 位 的 课程 系列 。 当 前 ,革新 之 风 正 吹 遍 高 等 教育 界 , 课 程 
重组 、 内 容 改 造 与 学 时 调整 的 呼声 日 益 高 涨 。 在 此 形势 下 ,工程 数学 课 
程 经 受 了 严峻 的 考验 , 它 作为 学 习 现 代 科 学 技术 所 不 可 缺少 的 重要 基 
础 课 , 其 地 位 丝毫 没有 动摇 。 

然而 ,这 绝 不 意味 着 现存 的 “工程 数学 ”课程 体系 已 经 完美 无 缺 ; 更 
不 意味 着 数学 教育 界 除了 墨守成规 之 外 别 无 所 为 。 恰 好 相反 , 面 对 现 
代 科学 技术 飞速 发 展 的 形势 , 面 对 教 育 界 对 数学 训练 质量 的 愈 来 愈 高 
的 期 待 ,数学 工作 者 革新 “工程 数学 ”课程 的 任务 更 为 紧迫 ! 正 是 意识 
到 时 代 的 需要 与 自己 的 职责 ,我 们 全 力 推出 这 套 “ 工 程 数学 ”教材 呈献 
给 读者 。 

华中 科技 大 学 数学 系 几 十 年 来 一 直 在 组 织 力量 探索 “工程 数学 ” 课 
程 的 新 的 内 容 体系 与 教学 方法 ,先后 编写 了 百 余 万 字 的 教材 与 讲义 ,在 
多 年 使 用 过 程 中 不 断 提炼 ,逐步 趋 于 完善 。 应 该 说 ,本 大 ,教材 正 是 这 一 
长 期 探索 过 程 的 产物 , 它 凝结 了 华中 科技 大 学 数学 系 几 代 教 师 的 心血 。 
当然 ,具体 执笔 的 教师 对 教材 的 最 终 成 型 作出 了 决定 性 的 贡献 。 

本 套 教 材 先 分 人 线性 代数 》《 概 率 论 与 数理 统计 》《 计 算 方 法 》《 复 
变 函 数 与 积分 变换 ) 和 《数学 物理 方程 与 特殊 函数 ) 五 册 出 版 。 编 者 在 
取材 上 充分 考虑 到 新 世纪 对 科技 人 员 数 学 知识 的 要 求 ;在 内 容 处 理 上 
力求 联系 理工 科 专 业 的 实际 需要 ,注重 培养 学 生 的 基本 运算 能 力 、 分 析 
问题 与 解决 问题 的 能 力 ; 在 表述 上 力求 清晰 易 读 ,便于 教学 与 自学 。 本 
套 教 材 配备 了 较 丰 富 的 例题 与 习题 ,它们 大 多 源 于 教师 在 自身 教学 中 
的 积累 , 既 具 有 明显 的 启发 性 ,又 具有 典型 的 应 用 意义 。 书 未 所 附 的 习 
题 答案 与 提示 供 教师 与 学 生 在 教学 中 参考 。 本 套 教 材 可 供 高 等 学 校 理 


工科 各 专业 ( 非 数 学 ) 使 用 。 

本 套 教 材 的 编写 自始至终 得 到 华中 科技 大 学 教务 处 及 数学 系 的 支 
持 , 也 得 到 华中 科技 大 学 数学 系 全 体 教 师 的 协助 与 鼓励 。 高 等 教育 出 
版 社 的 宝贵 支持 ,使 本 套 教材 得 以 顺利 出 版 。 对 此 ,我们 一 并 表示 衷心 
的 感谢 。 


刘 次 华 
2003 年 5 月 于 武汉 


第 二 版 前 


了 小 


本 书 是 在 《4 复 变 函数 与 积分 变换 》( 高 等 教育 出 版 社 1999 年 出 版 ) 
的 基础 上 ,广泛 吸取 校内 外 教师 的 意见 后 修订 而 成 的 。 从 这 几 年 使 用 
第 一 版 教材 的 高 校 教师 的 反馈 情况 来 看 ,普遍 认为 本 教材 取材 合理 、 叙 
述 清 楚 、 简 明 精 要 、 易 于 教学 每 章 后 的 小 结 便于 学 生 提 纲 者 领地 掌握 
本 章 内容 。 因 此 ,新 版 在 主要 内 容 和 结构 框架 上 未 作 大 的 改动 ,但 从 教 
学 角度 出 发 对 语句 进行 了 仔细 的 推荐 ,改写 了 一 些 陈 述 ,调整 了 例 、 习 
题 的 配置 。 

总 的 来 说 ,新 版 保持 了 原 书简 明 精 要 、 钠 辑 严 谨 、 论 述 清晰 、 例 习题 
丰富 、 实 用 性 强 、 便 于 自学 等 特色 。 另 与 本 教材 配套 的 学 习 辅 导 教材 即 
将 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 。 

对 曾 使 用 过 第 一 版 教材 的 各 位 教师 和 读者 表示 襄 心 的 感谢 , 正 是 
依据 你 们 使 用 后 的 意见 ,作者 在 第 二 版 中 修正 了 不 少 错漏 ,使 得 本 书 更 
趋 完善 。 


李 红 教 授 执笔 ;第 六 \ 八 \ 九 章 及 附录 由 谢 松 法 副教授 执笔 。 胡 适 耕 教 
授 审阅 、 修 改 ,并 作 了 详尽 的 具体 指导 。 


编 者 
2003 年 5 月 于 华中 科技 大 学 


第 一 版 前 
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复 变 函数 课程 的 主要 内 容 是 讨论 复数 之 间 的 相互 依赖 关系 ;其 主 
要 研究 对 象 是 解析 函数 。 

” 复 变 函数 论 是 一 门 古老 而 富有 生命 力 的 学 科 。 早 在 19 世纪 ， 
Cauchy, Weierstrass 及 Riemann 等 人 就 已 给 这 门 学 科 黄 定 了 坚实 的 
理论 基础 。 作 为 一 种 有 力 的 工具 ; 复 变 函数 论 广泛 地 应 用 于 自然 科学 
的 众多 领域 ,如 理论 物理 、 空 气动 力学 .流体 力学、 弹性 力学 、 地 质 学 及 
自动 控制 学 等 等 。 

一 般 而 言 ,积分 变换 是 通过 积分 运算 ,把 一 个 函数 变 成 另 一 个 函数 
的 变换 。 这 里 所 说 的 积分 变换 是 指 全 里 叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 , 它 与 复 
变 函 数 有 着 密切 的 联系 。 它 的 理论 与 方法 不 仅 在 数学 的 许多 分 支 中 ,而 
且 在 其 他 自然 科学 和 各 种 工程 技术 领域 中 均 有 着 广泛 的 应 用 ; 它 已 成 为 
不 可 缺少 的 运算 工具 。 

复 变 函数 又 称 复 分 析 ,是 实 变 函数 微 积分 的 推广 与 发 展 。 因 此 它 
不 仅 在 内 容 上 与 实 变 函数 微 积分 有 许多 类 似 之 处 ,而 且 在 研究 问题 的 
方法 与 逻辑 结构 方面 也 很 类 似 。 当 然 , 复 变 函 数 也 有 自身 的 特点 ,有 自 
己 的 研究 工具 和 方法 ,在 学 习 过 程 中 ,应 注意 与 微 积 分 理论 的 比较 ,从 
而 加 深 理解 ,同时 须 注 意 复 变 函数 本 身 的 特点 ,并 掌握 它 自身 所 固有 的 
理论 和 方法 。 

积分 变换 与 复 变 函数 一 样 ,也 是 在 实 变 函数 微 积分 的 基础 上 发 展 
起 来 的 ,因此 在 学 习 中 也 应 特别 注意 分 清 异 同 点 ,这 样 才 能 抓 住 要 点 、 
融会 贯通 。 

编写 本 书 的 主要 目的 是 为 理工 科 本 科 生 提供 一 本 比较 系统 完整 的 
“ 复 变 函 数 与 积分 变换 ?教材 。 编 者 一 方面 汇总 了 国内 同类 教材 的 主要 
优点 ; 另 一 方面 融合 了 我 校 众 多 教师 长 期 讲授 该 门 课程 的 经 验 体会 , 力 


求 思 路 清晰 、 推 证 简洁 且 可 读 性 强 ,从 而 满足 广大 师 生 的 教 .学 需求 。 

本 书 在 每 章 后 精心 设计 了 “小 结 ”, 可 帮助 读者 更 清楚 明了 地 把 握 
学 习 要 点 ,更 深刻 地 理解 该 章 的 主要 学 习 内 容 。 大 部 分 章节 还 给 出 了 
思考 题 ,帮助 读者 对 所 学 内 容 进行 检验 ,启发 并 训练 读者 的 独立 思考 能 
力 与 分 析 能 力 。 全 书 习 题 经 过 教学 实践 不 断 积 累 和 更 新 ,其 内 容 涵盖 
了 全 书 主要 讲授 内 容 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基本 方法 。 既 有 一 般 的 
基础 习题 ,也 有 难度 较 大 的 提高 题 。 书 未 除 对 计算 题 给 出 答案 外 ,还 对 
有 些 必 要 的 难题 给 出 了 提示 ,其 目的 在 于 帮助 读者 尽快 掌握 本 书 所 讲 
授 的 内 容 。 

本 书 适当 地 介绍 了 本 学 科 与 其 他 学 科 之 间 的 联系 ,给 出 了 一 些 实 
际 应 用 问题 以 帮助 读者 加 深 对 课程 的 理解 ,培养 解决 实际 问题 的 能 力 ， 
从 而 达到 学 为 所 用 的 最 终 目 的 。 

目录 中 打 “x ?号 的 章节 ,可 根据 各 专业 的 不 同 需要 选用 。 在 本 书 
的 完成 过 程 中 ,自始至终 得 到 了 本 校 数 学 系 领导 和 同仁 们 的 大 力 支 持 ， 
没有 他 们 的 热情 鼓励 和 帮助 * 本 书 不 可 能 如 期 顺利 出 版 ,在 此 向 他 们 表 
LB END S 8 
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复数 与 复 变 函数 


复 变 函数 论 中 所 研究 的 函数 的 自 变 量 与 因 变 量 均 取 复数 .因此 , 首 
先 对 于 复数 域 以 及 复 变量 的 函数 要 有 清晰 的 认识 . 本 章 论述 复数 的 基 
本 概念 复数 的 四 则 运算 、 复 数 的 三 角 表 示 、 平 面 点 集 的 一 般 概 念 及 其 
复数 表示 ,以 及 复 变 量 连续 函数 . 复数 的 概念 、 四 则 运算 以 及 三 角 表 示 
在 现行 中 学 数学 课本 中 已 经 涉及 ,但 可 能 有 的 读者 未 曾 学 到 ,因此 这 里 
仍 从 头 开始 ,由 于 复数 全 体 可 以 同 平面 上 的 点 的 全 体 作成 一 一 对 应 ,所 
以 平面 点 集 以 后 经 常 要 用 到 . 这 里 仅 介绍 平面 点 集 的 一 般 概念 ,学 习 将 
某 些 简单 的 平面 点 集 用 含 复 变量 的 等 式 或 不 等 式 来 表示 的 方法 . 关于 
复 变 函 数 ,本 章 主要 讨论 连续 函数 的 性 质 , 许 多 定义 与 结果 从 形式 上 看 
与 高 等 数学 中 所 学 的 颇 为 相似 ,但 意义 已 不 尽 相 同 . 希望 读者 在 开始 学 
习 时 就 特别 留意 . 


$1. 复 数 


$1.1.1 复数 的 基本 概念 


我 们 将 形 如 z= 二 zx 十 iy 的 数 称 为 复数 ,其 中 i 称 为 虚数 单位 ,并 规 
Psi i 二 一 1, 或 二 VT;z 与 y 是 任意 实数 ,依次 称 为 z 的 实 部 
(real part) 与 虚 部 (Cimaginary part) ,分 别 表示 为 

Rez = z, Imes y. 
例如 ,对 复数 > 一 VZ Hisl | 
Rez—42,Imz-/1. 
M y=0 时 ,zx 二 zx 十 iy 二 x 十 0, 我 们 就 认为 它 是 实数 z; 4 x0 


时 ,> 一 zx 十 iy 一 0 十 iy,' 我 们 称 它 为 纯 虚 数 ,并 且 就 写作 iy. 例如 ,2 十 i0 
就 是 实数 2;0 十 3i 是 纯 虚 数 ,可 以 写成 3i; 而 0 十 0i 即 可 看 作 实 数 0, 也 
可 以 看 作 纯 虚数 0i. 

设 zi 二 zi 十 iyi 与 =r: tiy 是 两 个 复数 . 如果 zi 二 zx; ,yi 二 2， 
则 称 zi 5j z: 相等 . 由 此 得 出 ,对 于 复数 z= 二 x 十 iy,z 二 0 BLU 
2= y=0, 

设 z=x 十 iy 是 一 个 复数 , 称 x 一 iy 为 z BRE R, iE s. A 
(I) =z. 共 郝 复数 有 很 多 用 处 ,后 文 将 逐步 介绍 . 


$1.1.2 复数 的 四 则 运算 


设 za =ar tiy z =r tiy 是 两 个 复数 .定义 复数 的 加 法 为 
z t z: = (ri Har) + ily + y). (1.1) 
复数 的 减法 是 加 法 的 逆 运 算 . 如 果 存 在 复数 > 使 zi 二 xz 十 z, 则 
z 二 zi 一 zz. 因此 得 到 
zj;— z4 7 (zx,— x?) Hily — yz). (1; 2) 
定义 复数 的 乘法 为 
£i e £y; 一 (Ziza 一 矶 加 ) 十 这 Ci + x5 yi. 61.3) 
例如 ， 
(2 — 3D) (4 +50) 
= [2。4 一 (一 3)。5] 十 iL2。5 十 (一 3)。4] 
= 23 — 21. 
由 乘法 定义 可 验证 
1i。i 一 (0 十 1。i(C0 十 1。iD = 一 1. 
复数 的 除法 是 乘法 的 逆 运 算 . 当 2,250 时 ,我 们 说 :“zi RA zs 得 
到 商 >”, 意 思 就 是 
zi — Zs *£. 
从 这 个 式 子 我 们 来 求 z. id zx 一 z 十 iy. 由 于 
zı Hiy = (r: +iyz)(x +iy) 
= (x£ — yzy) + ilxzy + zyz)» 
根据 两 个 复数 相等 的 定义 ,得 到 


X; = mir— yy yi ry xyz, 
由 此 解 出 
xix? + yiys — ZN — i» 
ëy? Ti 二 ys ` 
这 就 是 说 , 当 x 十 iys 关 0( 这 相当 于 r? T $2500 RE, 


zi HT iyı Tı T2 十 ys ci X2y1 7242 
Zi = ATY pA i IYA TVT 4i (1.4) 
z2 mn d dy; xri +y 22 + yi 


因 可 直接 验证 
Z2 T x T. zz = xir;d-yiye Fily m= Aay 


从 而 (1. OE SRL-L. 形式 上 看 ,这 个 等 式 是 很 自然 的 , 它 不 


过 是 指明 分 式 m/z. 的 分 子 分 母 同 乘 z (zs 隆 0) 分 式 值 不 变 . 这 一 结论 
可 用 于 复数 除法 的 实际 演算 , 即 


Tı +iyi aL. 《Zi iyi? €x? X 1y2 ) 
X2 d lys (x5 十 iy) Cx; — iy2) 


gz = 


Lit: 十 yiyz .2yI X12 
acc GERI M 
例如 ， 
3—2i. (8—20(2—3D 
2 十 3i (24-30(2—30 
i06-—9)4-1(0-4—5). ' 
234-3! 
同 实数 的 四 则 运算 一 样 ,复数 加 法 满足 结合 律 与 交换 律 ;复数 乘法 
也 满足 结合 律 与 交换 律 ;加 法 与 乘法 满足 分 配 律 . 这 些 , 读 者 都 可 自行 
验证 (作为 练习 ). | 
最 后 ,我 们 顺便 介绍 有 关 共 斩 复 数 的 几 个 运算 性 质 , 读 者 很 容易 自 
己 去 验证 (作为 练习 ). 


x 


(zi cz) c +z, 


(zi ez) = m) €*'U5:3 


(QRy—-m (320, 


zz = r? + oy! — (Re z)? c (Im z)’, 
Rez = lccD. Im z — zG-2. 
£j 1.1 i Zi ， 之 2 是 任意 两 个 复数 ,求证 : 


2Re(z;zg) = iz + zig. 
证 利用 公式 Re x 一 亏 (z 十 z) 可 算得 
2Re(zz,)— zz; + (x £j) 
= zzy + z A = ziz F Ziz 

学 习 了 以 上 两 段 以 后 ,读者 可 仔细 体会 ,以 加 深 对 复数 的 认识 . 最 
初 当 给 出 复数 概念 时 ,我 们 所 知道 的 复数 是 什么 ? 复数 无 非 是 一 个 实 
数 工 同 另 一 个 实数 > 用 “i” 及 “十 ”连接 而 写成 “x 十 iy” 这 样 一 个 形式 的 
东西 ,“i” 是 什么 ,“ 十 ”是 什么 意思 ,都 未 加 说 明 . 后 来 ,介绍 了 复数 与 实 
数 的 关系 ,复数 与 纯 虚 数 的 关系 ,又 介绍 了 复数 加 法 的 定义 .这样 ,我 们 
也 就 可 以 把 x 十 iy 看 成 实数 z 同 纯 虚数 iy 相 加 . 其 后 ,又 定义 了 复数 
乘法 . 利用 复数 的 加 法 与 乘法 ,现在 已 可 将 复数 z= 二 zx 十 iy 真正 理解 为 
BA R y, 然 后 再 加 上 x 的 结果 (注意 zx 一 z 十 i0,y 一 y 十 i0,i 一 0 十 
1); 

z= (r4-00 + (0+1. i)(y +0 = z+ iy. 

历史 上 , 当 人 们 第 一 次 引进 一 1 的 平方 根 并 把 它 当 作 “ 数 ”的 时 候 , 是 把 
它 作 为 想像 中 的 数 ,所 以 称 为 “虚数 ”. 后 来 就 把 形 如 z 十 iy 的 数 叫 做 复 
数 , 意 思 是 “复合 ”起 来 的 数 . 


$1.1.3 复 平 面 


一 个 复数 z 十 iy 可 唯一 地 对 应 一 个 有 序 实 数 对 (z,y). 而 有 序 实 
数 对 与 坐标 平面 上 的 点 是 一 一 对 应 的 .所 以 ,复数 z 全 体 与 坐标 平面 上 
的 点 的 全 体形 成 一 一 对 应 . 现在 我 们 直截了当 地 把 坐标 平面 上 的 点 写 
成 z 十 iy (图 1. D ,那么 , 横 轴 上 的 点 就 表示 实数 , 纵 轴 上 的 点 就 表示 
纯 虚 数 . 整个 坐标 平面 可 称 为 复 ( 数 ) 平 面 . 今后 我 们 索性 将 复数 与 复 
平面 的 点 不 加 区 分 . 这 种 点 、 数 等 同 将 给 我 们 带 来 许多 方便 . 在 点 、 数 等 


同 的 观点 下 ,一 个 复数 集合 就 是 一 个 平面 点 集 . 因此 ,很 自然 地 , 某 些 特 
殊 的 平面 点 集 就 可 以 用 复数 所 满足 的 某 种 关系 
式 来 表示 . 例如 ， 

{z: Im z > 0} 


(z:0xiRez«l,;0xImzx1l) 
分 别 表示 上 半 平 面 与 以 0,1,1 十 i,i 为 顶点 的 正 
方形 . 


| $1.2 复数 的 三 角 表 示 


$1.2.1 复数 的 模 与 辐 角 


上 面 说 过 ,复数 与 平面 上 的 点 作成 一 一 对 应 ,这 是 将 复数 实 部 与 虚 
部 分 别 看 作 直 角 坐 标 系 下 点 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 . 除 此 以 外 ,复数 还 可 以 
同 平面 向 量 作成 对 应 ， 只 要 将 复数 的 实 部 与 虚 y 
部 分 别 看 作 向 量 的 水 平分 量 与 铅 垂 分 量 就 行 
了 .所 以 我 们 也 可 以 把 复数 与 平面 向 量 等 同 起 
来 .不 过 要 注意 ,向 量具 有 平移 不 变性 * 即 其 起 
点 可 安放 在 任意 一 点 . 如 果 把 向 量 的 起 点 放 在 
〈 复 平面 的 ) 坐 标 原点 , 则 此 向 量 及 向 量 的 终点 
在 上 述 两 种 对 应 下 恰好 对 应 同一 个 复数 图 1.2 
(图 1.2). 

WR z 是 一 个 不 为 0 的 复数 ,我 们 把 它 所 对 应 向 量 的 长 度 叫 做 z 
的 模 , 记 作 |z|; 把 它 所 对 应 向 量 的 方向 角 叫 做 z 的 辐 角 . 辐 角 有 无 穷 多 
个 值 ,其 中 任意 两 个 值 相差 2x 的 整数 倍 . 今后, 我们 用 记号 Arg z 作为 
z 的 辐 角 的 一 般 表示 .意思 是 它 可 以 不 受 限 制 地 取 z 的 辐 角 的 任意 值 . 
再 用 记号 arg z 表示 xz 的 所 有 辐 角 中 介 于 一 x 与 x 之 间 ( 包 括 x) 的 那 
一 个 角 , 并 把 它 称 为 z 的 主 辐 角 , 即 一 x 二 arg xz 二 x( 顺 便 指出 ,有 的 书 
上 把 z 的 所 有 辐 角 中 的 非 负 最 小 值 作为 主 辐 角 ,也 用 记号 arg z 表示 . 


这 样 便 有 0 三 arg z—2:0). 所 以 

Arg z = arg z + 2km. 
& 是 任意 的 整数 (图 1. 3). 24 z=0 时 ,| z| 
二 0, 这 时 辐 角 没有 意义 . T dE e EC. 
我 们 有 |z| 二 |z| 以 及 arg z 一 一 arg z(z 关 
0 且 不 为 负 实 数 ,对 负 实 数 有 arg z—arg z 
=r). 对 z= 二 Xx 十 iy 易 验 证 


[|z|= yý +y, 
因此 
E Il 2 ns 
[el —a EY mum 图 1.3 
由 此 推出 
P NM a 
之 z [sz 1^ 


对 于 一 个 不 为 0 的 复数 > 三 z+ 十 iy, 它 的 实 部 与 虚 部 同 它 的 模 与 辐 
角 之 间 有 如 下 的 关系 .一 方面 有 


r-—|z|cosArgz. y=|z| sin Argz; 
男 一 方面 , 反 过 来 有 
|z|2 a yy 
从 而 有 明显 的 不 等 式 


| Isl z | ASTARA e REI a PL. 
y y 


辐 角 的 表示 式 稍微 复杂 些 , 要 看 z 在 哪个 象限 而 定 . 对 任意 实数 a H 
arctan a 表示 (一 多 ,多 ) 内 其 正切 为 a 的 一 个 角 , 我 们 有 (图 1. 4) 


arctan >, x> 0y 为 任意 实数 ， 
z, z= 0,%> 0 
2 

arg z — arctan > + x, gL 0. yS 


arctan Ž — x, r«0,y«0, 


一 2 ace Dy «e 0, 
最 后 ,我们 向 读者 做 简短 提示 :由 于 复数 可 以 表示 平面 向 量 . 所 以 ， 
有 关乎 面向 量 的 问题 就 有 可 能 利用 复 变 函数 来 研究 . 这 样 , 复 变 函 数论 
就 逐渐 被 广泛 地 应 用 于 理论 物理 、 弹 性 力学 .流体 力学 等 学 科 ,成 为 重 
要 的 数学 工具 . 与 此 同时 ,人 们 也 逐渐 改变 了 对 复数 的 看 法 ,不 再 指责 


它 是 “虚无 绿 比 ” 的 东西 了 . 
$1.2.2 复数 模 的 三 角 不 等 式 


设 za Sar tiy s z=: tiy. 根据 复数 的 加 减法 则 ,有 
z Ez: 二 《zi dam) 十 1(Yy1 士 yz)， 
这 恰好 同 向 量 的 加 减法 一 致 . 因为 , 复 平面 上 从 点 xz 二 0 到 点 xz 三 zi 的 
向 量 对 应 于 复数 zi ,从 点 z= 二 0 到 点 zx 一 zz 的 向 量 对 应 于 复数 z. 两 个 
向 量 相 加 相当 于 它们 的 水 平分 量 与 铅 垂 分 量 相 加 . 所 以 复数 加 法 可 以 
用 向 量 相 加 的 三 角形 法 则 在 图 上 作出 (图 1. 5(a)). 复数 减法 也 可 以 类 


似 地 在 图 上 作出 (图 1. 5(b)). 这 里 ,向 量 Ozi 减 去 向 量 Ozs 所 得 的 差 就 
是 从 点 z 到 点 zi 的 向 量 . 这 个 向 量 所 对 应 的 复数 是 zi 一 zz ,注意 到 这 
个 向 量 的 长 度 就 是 复数 zi 一 zz 的 模 ,我 们 就 得 出 一 个 结论 :对 任意 两 
个 复数 zi 与 z; ,|zi 一 zz | 就 是 复 平面 上 点 z 二 zi 与 点 z 二 zz 之 间 的 距 
Bi. 这 是 一 个 很 有 用 的 结果 . 例如 ,由 此 可 知 , 复 平 面 上 以 zo 为 中 心 ,以 


r 为 半径 的 圆 盘 ,就 是 满足 不 等 式 |z 一 zo | 一 r 的 点 z 的 全 体 . 简单 地 ， 
就 用 不 等 式 |z 一 zo。| 二 r 表示 。 从 上 面 这 个 结论 出 发 ,再 根据 三 角形 两 
边 长 之 和 大 于 第 三 边 长 ,两 边 长 之 差 小 于 第 三 边 长 的 法 则 ,可 以 得 到 关 
于 复数 模 的 三 角 不 等 式 


I sET—L ITA» gres (1. 5) 
而 从 图 1. 5(a) 得 到 类 似 的 不 等 式 
Ila l-l] z IS] 4 57-5. l (1. 6) 


以 上 两 个 不 等 式 串 中 有 一 处 等 号 成 立 的 必要 充分 条 件 是 z 与 m 位 于 
通过 原点 的 同一 直线 上 . 
d. DRS A. ORT AARNE A ERRER. 我 们 以 (1. OR 
为 例 . 
| zi + z: |= C +z) +z) 

= Zizi F zz Haz + zz 

=| z |? F| z2 |7 + 2Relziz:), 
又 因为 

| Re(zi 22) | 和 | ziz |=| zi || zz [一 | zi || zz l, 
所 以 有 
[eer s r A r lA l ied = El l Pl m DS, 

以 及 


Iz zl zm zl-—21slblelsecs aE 15*. 
因此 (1. 6) 式 成 立 . 将 (1. 6) 式 中 的 z 用 一 zz 替代 ,就 得 到 (1. DR. 
请 读者 留意 :不 等 式 (1.5) 及 (1. 6) 都 是 对 复数 的 模 而 言 的 . 复数 本 
身 不 能 比较 大 小 , 故 不 存在 形 如 zi 三 z; 的 不 等 式 . 


$1.2.3 复数 的 三 角 表 示 
设 = 是 一 个 不 为 0 的 复数 ,r 是 z 的 模 ,9 是 z 的 任意 一 个 辐 角 . 则 


z = r(cos 0 十 isin 0). 
上 式 右 端 称 为 复数 的 三 角 表 示 . 反 过 来 ,对 于 任意 的 正 数 -~ 与 实数 0， 
r(cos 9 十 i sin 0) 一 定 是 某 个 复数 z 的 三 角 表 示 . 事实 上 ,该 复数 z= 
r(cos 0 十 i sin 0). 
一 个 复数 的 三 角 表 示 不 是 唯一 的 ,因为 其 中 的 辐 角 有 无 穷 多 种 选 
择 . 如 果 有 两 个 三 角 表 示 相 等 : 
, ri€cos ĝi +i sin 0) = r: (cos 6; +i sin 62), 
则 可 推出 
ry = r$ h = b + 2kr, 
其 中 ,为 某 个 整数 . 
例 1.2 写 出 复数 1 十 i 的 三 角 表 示 式 . 


解 因为 11 十 计 一 VZ , argC1H-D — T. 所 以 1 十 i 的 三 角 表 示 式 可 
以 写成 
13-3 =Z (cos 7- +i sin 7). 


如 果 取 1 十 i 的 另 一 辐 角 ,例如 , 取 22-7 — A E 1 十 i 的 三 角 表 
示 式 也 可 写成 
1 十 i 一 VZ(cos Zr +i sin a. 
例 1.3， 写 出 复数 一 1 一 3i 的 三 角 表 示 式 . 
解 ” 先 算出 | 二 1 一 3i| 4/10. X 


arg(— 1 — 3i) = arctan 3 — m, 


故 所 求 的 三 角 表 示 式 可 写 为 
—1— 3i = V1l0[cos(arctan 3 — x) +i sin(arctan 3 — x) ]. 
例 1.4 设 z—r(os 0--i sin 0). 求 二 的 三 角 表 示 . 


解 ” 因 为 二 一 E [z| 2^r.z—r(cos—i sin 0) , 故 


E 


Las Luc eda 0— i sin 0) 
z r 
JL 
r 


[cosC— 0) -- i sinC— 0) ]. 
最 后 的 式 子 即 是 过 的 三 角 表 示 . 


$1.2.4 用 复数 的 三 角 表 示 作 乘除 法 


§ 1.2.2 段 已 指出 复数 的 加 、 减 法 则 与 向 量 的 加 、 减 法 则 相 一 致 ， 
但 复数 的 乘法 与 向 量 的 标量 积 或 向 量 积 都 不 相同 . 不 过 ,利用 复数 的 三 
角 表 示 可 给 复数 的 乘法 和 除法 以 新 的 解释 . 
dz; —n cos 0; t i sin 6j), z: =r: (cos 0, 十 i sin 0;), 这 里 ， 
rj — |zj|. 6; 是 z; 的 某 一 个 辐 角 (j 二 1,2). 由 (1.3) 式 可 知 
zı * z2 =rirsL (cos Qicos 0 — sin O01sin 02) + 
iCcos 6, sin 0 + sin 6, cos 6) ] 


一 mrz[Lcos(0 十 0) +i sin(0 4- 6;) ]. CI 3 
分 别 写 出 模 与 辐 角 的 运算 法 则 ,就 是 
| zı © z2 (Sri =| z || z2 l, (1.8) 
Arg(z, * z;) =0 十 0 + 2kr 
= Arg zı + Arg zz. (1.9) 


(其 中 的 可 取 任 意 整数 . ) 

请 读者 注意 ,等 式 (1. 9) 是 一 个 表达 多 值 相等 的 式 子 . 它 的 意义 是 : 
对 于 Arg zi 的 任意 一 个 取 定 的 值 与 Arg z 的 任意 一 个 取 定 的 值 之 
和 , 必 有 Arg(z!， z) 893 — 1 (ÉL IR] TH 9 5 cL SET Argl * zs) 的 
任意 一 个 取 定 的 值 , 必 有 Arg z; 与 Arg z: 的 各 一 值 使 它们 的 和 同 该 


取 定 的 值 相等 .今后 我 们 还 会 遇 到 这 种 多 值 相等 的 式 子 , 对 它们 都 可 以 
作 类 似 上 面 的 解释 . 

根据 (1. 8) 式 及 (1.9) 式 可 知 复数 乘法 有 其 几何 意义 . 这 就 是 :乘积 
z cox 所 表示 的 向 量 可 以 从 a 所 表示 的 向 量 旋转 角度 Arg zs 并 伸 长 
|z: | 倍 获得 (图 1. 6(a)). 对 特殊 情形 iz, 其 中 之 为 任 一 复数 ,由 于 复数 


i( 或 一 i) 的 模 等 于 LEMMET D) ,因此 乘积 iz( 或 一 iz) 所 表示 


的 向 量 就 是 复数 z 所 表示 的 向 量 着 时 针 (或 顺 时 针 ) 方 向 旋转 一 个 角度 -3 . 


1.6 
复数 除法 是 乘法 的 逆 运 算 , 故 当 z240 时 有 
£i = "Leos(, — 0) +i sin(& — 62]. (1.10) 
之 2 Y2 
或 者 写成 
Sa. [z | E m 
E a; il Ark. = Arg zı Arg zz. (1.11) 


由 此 ,除法 也 有 其 几何 意义 (图 1. 6(b)). 


例 1.5 用 三 角 表 示 计 算 (1 十 V3i) (一 V3 一 让). 
解 ” 因 为 


14-43i —2(os Ti sin 2» 


一 V3 — i —2[cos(— Bn) 十 1 sin( 一 20]. 


所 以 
(1 十 V3i)( 一 V3 — i) 
一 4Lcos( 2) 十 i sin( A 4i. 


例 1.6 用 三 角 表 示 式 计算 (2 十 DXCI 一 21). 
8 NN 


2 +i = X5 (cos arctan E +i sin arctan D , 


1 — 2i = V5[cos arctan(— 2) + i sin arctan(— 2) ]. 
所 以 


(2 十 让/(1 一 2i) 一 cosLarctan 3 — arctan(— 2) ] + 


i sin[ arctan s arctan(— 2) ] 


2 


T PA- 3 
—cos — +i sin $ = i. 
2 2 


$1.2.5 复数 的 乘 方 与 开 方 


设 2250 是 一 复数 ,n 是 一 正 整 数 ,zx”" 即 是 ”个 z 相 乘 的 积 , 故 从 乘 
法 法 则 立即 可 以 推出 乘 方法 则 . 记 zx 一 ”~(cos 0 十 i sin 0), 则 
z" = [r(cos 0+ i sin 0) ]" = r'(cos n0 +i sin n0). (1.12) 
公式 (1.12) 的 一 个 特殊 情形 是 > 一 1, 即 
(cos 0 十 1sin 0)" = cos n0 +i sin nô. (1. 13) 
(1. 13) 式 称 为 棣 莫 弗 (De Moivre) Zt 5X. 把 此 式 的 左 端 展开 ,再 分 开 实 
部 与 虚 部 ,就 可 以 得 到 ? 倍 和 角 的 正弦 和 余弦 用 单 倍 角 的 正弦 和 余弦 来 
表达 的 公式 .我 们 以 n=3, BIA 3 倍 角 为 例 .由 
(cos 0 十 isin 0)? = cos 30 十 isin 30, 
将 左 端 展开 得 到 
cos30 十 3icos20 sin 0 一 3cos 0 sin*0—i sin’0 
= cos 30 +i sin 30. 
分 别 比较 等 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 得 到 


cos 30 = cos’ — 3cos bsin 0， 
sin 30 = 3cos'0sin 0 — sin? 6. 
此 两 式 就 是 在 中 学 数学 中 学 过 的 3 倍 角 公式 。 显 然 , 这 种 方法 比 三 角 
方法 简便 . 
再 考虑 开 方 , 开 方 是 乘 方 的 逆 运 算 , 对 于 任意 一 个 复数 = 以 及 任意 
一 个 正 整 数 ”, 所 谓 z 的 i 次 方 根 , 记 作 e ,是 指 这 样 的 复数 w, 它 满足 


w = g. 
如 果 z—0. PRA w=0. 因此 ,我们 假定 2750. 为 了 从 上 式 解 出 w, 我 
们 用 三 角 表 示 . 写 
z = r(cos 0+ i sin 0), 
w = p(cos ọ +i sin p). 
于 是 有 
[p(cos p 十 isin Q) ]" = r(cos 0-F i sin 0). 
得 到 
g'— rap 一 0 十 2kr (为 任意 整数 ). 
由 此 解 出 


1 


p=r*, 9 一 二 (9 十 2kx) k HERED. 


此 处 六 是 > 在 通常 意义 下 ( 即 实数 意义 下 ) 的 二 次 根 , 即 算术 根 . 故 得 
is r* [cos - c0 - Pkr sei sin( 二 (0 十 2k3))], (2.14) 

[491.873 1 1 5,40 E:3 «0E 83/5 311. n 个 整数 ,例如 取 

二 0,1,…,n 一 1 时 ,得 到 gp 的 个 值 ;其 中 任意 两 个 相差 不 是 2x 的 整 


数 倍 . 因此 ,由 (1.14) 式 w 实际 上 有 nn 个 不 同 的 值 . 为 确定 起 见 , 我 们 
可 写成 


TES |* [cos CL Carg ETE sin (arg i-e) YT; 


k —0,Y.,*n—1. (1. 15) 
这 样 ,任意 一 个 不 为 0 的 复数 开 半 次 方 有 7 PB ORO. 在 复 平 面 上 这 n 
个 点 形成 一 个 以 原点 为 中 心 的 正 n 边 形 的 顶点 . 它们 同 原 点 的 距离 是 


|z| 二 ,其 中 一 个 点 的 辐 角 是 二 arg =( 图 1. D. 


例 1.7 用 复数 的 三 角 表 示 计 算 
(1 十 V3i)3. 

解 ” 由 (1.12) 式 得 
(1--431)* —-[2€cos 7- Hi sin 22 

—8(cos n +i sin x) —— 8. 

$1.8 求解 方程 z — 250. 

E 方程 2 一 2 二 0 即 = 二 2, 它 
的 解 就 是 


z 二 23， 图 1.7 
故 用 公式 (1. 15) 计 算得 


z = [2(cos 0 + i sin 0) ]* = J2(cos 2 十 i Sin 2pr 


3 
k = 0,1,2. 


"m 


所 以 方程 > 一 2 有 3 个 解 ,它们 是 
3m 3 1 dS 1 4/3. 
42 wA (— OI ZC V 71D. 
[iE 在 复数 中 2 开 3 次 方 根 有 3 个 值 , 它 们 的 模 都 是 2 的 3 次 方 
根 中 取 正 实数 的 那 一 个 , 即 算术 根 . ] 


| $1.3. 平面 点 集 的 一 般 概 念 


$1.3.1 开 集 与 闭 集 


在 $1.1 中 已 经 说 过 ,对 于 一 个 复数 与 它 所 对 应 的 平面 上 的 点 我 
们 将 不 加 区 分 ,因此 点 可 以 用 复数 表示 ,而 复数 可 看 作 点 . 对 于 一 些 特 
殊 的 平面 点 集 ,我 们 将 采用 复数 所 满足 的 等 式 或 不 等 式 来 表示 . 

平面 上 以 zo 为 中 心 ,6( 任 意 的 正 数 ) 为 半径 的 开 圆 表 示 为 


| z— z |« 68; 

称 它 为 zo 的 邻 域 ;而 称 由 不 等 式 0 二 | z— 2. | <8 所 确定 的 点 集 为 zo 的 
去 心 邻 域 . | 

it G 为 一 平面 点 集 ; 

(1) zi 为 G 中 任意 一 点 .如 果 存 在 zo 的 一 个 邻 域 , 该 邻 域 内 的 所 
有 点 都 属于 G, 那 么 称 z 为 G 的 内 点 . 如 果 G 内 的 每 个 点 都 是 它 的 内 
点 ,那么 称 G EIS 

(2) 平面 上 不 属于 G 的 点 的 全 体 称 为 G HRR EGO, FE 
的 余 集 称 为 闭 集 . 

(3) zw 是 一 点 ,车 在 zo 的 任 一 邻 域内 既 有 G 的 点 又 有 Gs 的 点 , 则 
称 zo 是 G 的 一 个 边界 点 ;G 的 边界 点 全 体 称 为 G 的 边界 . 

(4) zs EG ËE z 的 某 一 邻 域内 除 zo 外 不 含 G 的 点 , 则 称 zo 是 
G 的 一 个 孤立 点 . G 的 孤立 点 一 定 是 G 的 边界 点 . 

(5) 如 果 存 在 一 个 以 点 z=0 为 中 心 的 圆 盘 包 含 G, 称 G 为 有 界 
集 ; 否 则 称 G 为 无 界 集 . | 

81.9 G—íz: |z| 二 R} 是 一 开 集 .因为 对 于 任意 的 z。 EG z 的 
邻 域 (z : |z 一 zo | 二 R 一 |zo|}) 在 G 中 . 

例 1.10 G—(z: |z| 宇 R} 是 闭 集 .因为 它 的 余 集 G° 二 {zx : del 
R} 是 开 集 . 

例 1.11 G={z: |z| 二 R}, 圆 周 |z| 二 R 的 每 一 点 均 为 G 的 边界 
点 , 且 G 没有 别 的 边界 点 :因此 |z|=R 是 G 的 边界 . 

$1.3.2 区 域 

复 变 函数 的 严密 理论 是 建立 在 平面 点 集 的 理论 基础 上 的 . 正 像 单 
变量 实 函 数理 论 建立 在 直线 点 集 理论 基础 上 一 样 . 同 实 变量 一 样 ,每 一 
个 复 变 量 都 有 自己 的 变化 范围 . 在 今后 的 讨论 中 ,变化 范围 主要 是 指 
区 域 . 

平面 点 集 D 称 为 一 个 区 域 ,如 果 它 满足 下 列 两 个 条 件 : 


QD G 的 余 集 ,在 集合 论 中 ,有 时 记 为 [ G. 


(D D 是 一 个 开 集 ; 

(2) D 是 连通 的 ,就 是 说 D 中 任何 两 点 都 可 以 用 完全 属于 卫 的 一 
条 折线 连接 起 来 (图 1. 8)。 

换言之 ,区 域 就 是 连通 开 集 . 

区 域 D 与 它 的 边界 一 起 构成 闭 区 
域 或 闭 域 , 记 作 D. 

[Ek 区域 是 开 集 , 闭 区 域 是 闭 集 ， 
除了 全 平面 既是 区 域 又 是 闭 区 域 这 一 
特例 外 ,区 域 与 闭 区 域 是 两 种 不 同 的 点 
集 , 闭 区 域 并 非 区 域 . ] 

例 1. 12 试 说 出 下 列 各 式 所 表示 的 
点 集 是 怎样 的 图 形 ,并 指出 哪些 是 区 域 : 


(D z+z>0; (2) |z-2—i| Z1; (3) 0<arg rex 


f (1) 记 z= 二 x 十 iy; 则 zz 十 z= 二 2x. z+z>0 MÆ x0. T X 
半 平 面 (图 1.9). 这 是 一 个 区 域 . 


» 


KE 1.9 1. 10 
(2) B z-2—i—2—(—2--D,WN [z--2—i|21 B z—(€—2-4-D|221, 
它 表 示 以 一 2 十 i 为 中 心 ,以 1 为 半径 的 圆周 连同 其 外 部 区 域 (图 1. 10). 
它 是 一 个 闭 区 域 . 


(3) 这 是 介 于 两 射线 arg z—0 及 arg = 一 本 之 间 的 一 个 角形 区 域 
(图 1.11). 
$1.3.3 平面 曲线 


在 高 等 数学 课程 中 已 经 知道 ,平面 曲线 
可 以 用 一 对 连续 函数 

x = LCt), y = yt) (asztzeb5 
来 表示 ( 称 为 曲线 的 参数 方程 表示 ). 我 们 现 
在 用 实 变量 的 复 值 函数 z(z) 来 表示 , 即 

z(D — xG)-FiyGO) (a tb); 图 1.11 

例如 ,以 坐标 原点 为 中 心 , 以 a 为 半径 的 圆周 ,其 参数 方程 可 表示 为 

x = acos t, y — asint (O0 x t£ x 2m). 
写成 复数 的 形式 即 为 
z= a(cost-Fisint) (0 2m). 

又 如 ,平面 上 连接 点 (zl,y ) 与 (zs ,yz ) 的 直线 段 , 其 参数 方程 可 表示 为 

raid xm—x)ty-—ydcs-—y0t (0zxtzx D. 
从 复 平 面 上 看 ,这 就 是 连接 点 zi 二 zi 十 iyi 与 点 25r: tiy 的 直线 
Bt. 故 其 复数 形式 的 参数 方程 可 表示 为 

z= z F e= zt, OK 1. 

除了 参数 表示 以 外 ,通常 我 们 还 用 动 点 x 所 满足 的 关系 式 来 表示 
曲线 . 例如 ,把 以 z—0 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 圆周 ,表示 成 为 |z| = 二 a; 平 
行 于 虚 轴 且 通 过 点 — 1 的 直线 ,从 1 一 i 到 1 十 i 的 一 段 可 表示 成 
Re z—1 (—1&Im zx) 445. 

WREKE atb Er (和 > (5 都 是 连续 的 , 且 对 于 上 的 每 一 
个 值 , 有 


Er P HOFA O, 
那么 这 曲线 称 为 光滑 的 ,由 几 段 依次 相 接 的 光滑 曲线 所 组 成 的 曲线 称 
为 分 段 光 滑 曲 线 . 
WC: z= 二 xz(1)(a<t<6) 为 一 条 连续 曲线 ,x(a) 与 z(5) 分 别称 为 C 


的 起 点 与 终点 ;对 于 满 是 ab. ast n 5j ns nó TUER 
z(t1) 二 z(ts) 时 ,点 z(t ) 称 为 曲线 C 的 重点 . 没有 重点 的 连续 曲线 C, 
称 为 简单 曲线 或 若 尔 当 (Jordan) 曲线. 如 果 简 单 曲 线 C 的 起 点 与 终点 
重合 , 即 ko) 一 z(b) ,那么 曲线 C 称 为 简单 闭 曲 线 ( 图 1. 12(a)). 由 此 
可 知 ,简单 曲线 自身 不 会 相交 . 图 1. 12(c) 与 1. 12(d) 都 不 是 简单 曲线 . 


z(b) 
V z(a)=z(b) E 
z(a)-z(b) 


简单 、 不 闭 不 简单 、 闭 不 简单 、 不 闭 
(a) (b) (c) (d) 


E 1.12 


若 尔 当 曲线 定理 任 一 简单 闭 曲 线 将 平面 分 成 两 个 区 域 . 它们 都 
该 曲线 为 边界 . 其 中 一 个 为 有 界 区 域 , 称 为 该 简单 闭 曲 线 的 内 部 ; 另 

一 个 为 无 界 区 域 , 称 为 外 部 . 

根据 简单 闭 曲 线 的 这 个 性 质 ,我 们 可 以 区 别 区 域 的 连通 状况 ， 

设 D 是 一 区 域 . 如 果 对 内 的 任 一 简单 闭 曲 线 ,曲线 的 内 部 总 属 
于 DD, 则 称 D 是 单 连通 区 域 ,不 是 单 连 通 区 域 的 区 域 称 为 多 ( 复 ) 连 通 
区 域 . 

一 条 简单 闭 曲 线 的 内 部 是 单 连通 区 域 ( 图 1. 13(a)). 单 连通 区 域 
D 具有 这 样 的 特征 :属于 DD 的 任何 一 条 简单 闭 曲 线 ,在 D 内 可 以 经 过 
连续 的 变形 而 缩 成 一 点 , 而 多 连通 区 域 就 不 具有 这 个 特征 
(图 1. 13(b) ). 


(a) (b) 


| $1.4 无 穷 大 与 复 球面 


$1.4.1 无 穷 远 点 


为 了 使 复数 系统 在 许多 场合 是 方便 的 ,我 们 不 但 要 讨论 有 限 复数 ， 
还 要 讨论 一 个 特殊 的 “复数 "一 一 无 穷 大 , 记 为 ce , 它 是 由 下 式 


来 定义 的 . 它 和 有 限 数 的 四 则 运算 定义 如 下 : 


(加 法 ) ，a 十 ce 一 ce 十 ca 三 co (4 天 ce) 
(减法 ) oco—a-oco,a—oo-—co (a 天 co) 
(乘法 ) a. œ= e q= (a0) 
e aaa (a20) 
在 这 种 定义 下 ,一 向 不 能 以 0 为 除数 的 除法 ,现在 可 能 了 .但 要 注意 ， 
eo 0 
cocco, 0.69, co.0, t 0 


对 于 复数 ce 而 言 ,其 模 规 定 为 十 ce ,而 实 部 、 虚 部 和 辐 角 均 没 有 意 
X. 对 于 其 他 的 每 一 个 复数 m EDU | e| oo , 相 比 较 而 言 称 > 为 有 限 
复数 . 

在 复 平面 上 没有 一 点 与 ?相对 应 ,但 我 们 可 设想 复 平面 上 有 一 理 
想 点 与 它 对 应 ,此 点 称 为 无 穷 远 点 . 复 平面 加 上 无 穷 远 点 称 为 扩充 复 
平面 . 扩充 复 平面 上 的 每 一 条 直线 都 通过 无 穷 远 点 . 

[ 注 包括 无 穷 远 点 自身 在 内 且 满 足 |z| 二 M 的 所 有 点 的 集合 ,其 
中 实数 M>0, 称 为 无 穷 远 点 的 邻 域 . 换言之 ,无 穷 远 点 的 邻 域 是 包括 
无 穷 远 点 自身 在 内 的 圆周 |z| — M 的 外 部 .不 包括 无 穷 远 点 自身 在 内 ， 
LWE >M 的 所 有 点 的 集合 , 称 为 无 穷 远 的 去 心 邻 域 , 它 可 表示 为 
M« |z|«-eoo. ] 


$1.4.2 复 球 面 


我 们 知道 ,把 复数 表示 成 复 平面 上 的 点 或 向 量 ,都 是 由 于 实际 需要 
而 采取 的 表示 方法 (正如 同 数 学 是 从 实践 中 产生 ). 由 于 实际 需要 还 可 
以 用 其 他 方法 表示 复数 ,例如 ,在 地 图 制图 学 中 考虑 到 球面 与 平面 上 点 
的 对 应 关系 , 即 把 地 球 投影 到 平面 上 来 进行 研究 . 这 种 方法 叫做 测 地 投 
影 法 .我们 利用 这 种 方法 ,以 建立 全 体 复数 与 球面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 
应 关系 ,于 是 用 球面 上 的 点 来 表示 复数 ,进而 确立 了 oo 的 几何 意义 . 

取 一 个 在 原点 O 与 平面 相 切 的 球面 (图 1. 14) ,并 通过 点 O( 南 极 
S) 作 一 垂直 于 平面 的 直线 与 球面 交 于 NN 点 (北极 ) ,我们 称 N 点 为 极 
点 ,分 别 用 直线 段 将 点 N 与 球面 上 的 点 Z 相连 ,其 延长 线 交 平面 于 一 
点 zx, 这 就 建立 起 球面 上 的 点 (不 包括 N 点 ) 与 平面 上 的 点 (有 限 点 ) 之 
间 的 一 一 对 应 关系 ,点 z 是 点 Z 在 平面 上 的 投影 ,点 Z 可 以 看 作 是 复 
数 z 的 球面 图 形 , 这 球面 就 叫 作 复数 球面 . 现在 研究 平面 上 与 极点 N 
相对 应 的 点 . 对 于 平面 上 一 个 以 原点 O 为 中 心 的 圆周 C ,在 球面 上 相应 
的 图 形 也 是 一 个 圆周 荆 ( 所 谓 纬 线 ). 当 圆 周 C. 的 半径 越 来 越 大 时 ,圆周 
卫 便 越 趋 近 于 极点 六 .因此 ,点 N 可 看 作 是 平面 上 无 穷 远 点 在 球面 上 
的 图 形 . 这 样 ,球面 上 的 点 与 扩充 平面 上 的 点 之 间 就 完全 一 一 对 应 了 . 


图 1. 14 


以 前 ,我 们 曾 设想 复 平面 上 有 一 个 "理想 点 ”与 cc 相对 应 ,现在 可 以 


形象 地 把 这 个 点 表示 出 来 . 因此 “理想 点 ”的 设想 是 合理 的 ,是 有 其 客观 
依据 的 . 

应 该 注意 :在 实 变 量 的 情况 下 ,十 ce 与 一 ce 是 有 区 别 的 ,它们 分 别 
是 表示 “点 列 ” 无 穷 增 大 与 无 穷 减 小 的 记号 . 而 在 复 变 量 的 情形 下 ,ce 是 
没有 符号 的 ! 


| $1.5 复 umm 


$1.5.1 复 变 函数 的 概念 


设 G 是 复 平 面 上 一 点 集 . 如 果 对 于 G 中 任意 的 一 点 zx, 有 确定 的 
(一 个 或 多 个 ) 复 数 w 同 它 对 应 , 则 说 在 G 上 定义 了 一 个 复 变 函数 , 记 
VE w jz) 定义 域 与 值 域 等 名 称 都 可 从 高 等 数学 中 移植 过 来 ,不 再 
一 一 叙述 ). 如 果 对 每 个 zEG, 有 唯一 的 w 同 它 对 应 , 则 称 vw jz) 为 
单 值 函数 ,不 是 单 值 函数 的 函数 称 为 多 值 函数 . 在 一 般 情 形 ;我 们 说 到 
“函数 ?都 是 指 单 值 函 数 ,如 果 G 是 实 轴 上 的 一 个 闭 区 间 , 则 w= f(z) 
就 是 实 变 量 的 复 值 函数 . 曲线 的 参数 方程 z= z) (a 二 t<<65) 就 是 这 种 
函数 的 一 个 例子 . 

设 z==z 十 iy; 则 w= 了 f(z) 可 以 写成 下 列 形式 

w= f(z)-—ucdiv-—u(x.y)-civ(x.y), 
其 中 u(x,y) 与 vlr, y) ARARA. 分 开 上 式 的 实 部 与 虚 部 ,得 到 
u = u(x.y).v-— v(r.y). 

这 样 , 一 个 复 变 函数 w= f GO LIB 2A TF RIRE. w — f(z) 的 
性 质 就 取决 于 x 二 u(r,y) 与 v= 二 v(x,y) 的 性 质 . 

例 1.13 将 定义 在 全 平面 上 的 复 变 函数 w=z +1 化 为 一 对 二 元 
实 变 函 数 . 

解 ” 记 =z 十 iy,w= 二 =u 十 iv,; 代 入 w=z +1 得 

u--iv— (x +iy) +1 = z’ -—55-rE1-2ixy. 
分 开 实 部 与 虚 部 即 得 
u-zia—sy-r1,w-92zy. 


例 1.14 将 定义 在 全 平面 除去 坐标 原点 的 区 域 上 的 一 对 二 元 实 
变 函 数 
MR earo" pa roi 
r? Ty x? +y 
化 为 一 个 复 变 函数 . 
解 ” 记 <z 十 iy 王 zz， 十 io 一世, 则 


(^ Fy ze 0) 


2x riy 
rt, 


Kr lGD. y-lG-DDER at y ox RAER AENA 
得 


w = ut iv = 


w= >+. kR #0). 
z 


一 个 复 变 函数 也 可 看 作 一 个 映射 (或 变换 ), 设 f(z) 的 定义 域 为 
G,f(z) 的 值 的 集合 ( 即 值 域 ) 为 D. 则 f(z) 将 点 集 G 的 点 映射 为 点 集 
D 的 点 . 设 f(z) 将 G 中 的 点 z 映射 为 D 中 的 点 ww,; 集 G 映射 为 集 DD， 
则 称 点 w HA 的 像 ,点 xz 为 点 w 的 原 像 . 同样 称 DD 为 G 的 像 ,G 为 
D BER. DÀ x yu 和 w 均 为 变量 ,为 避免 采用 四 维 空间 的 困难 ,我 们 
“用 两 个 平面 ,一 个 是 > 平面 ,将 G 的 点 描 在 z 平面 上 ; 另 一 个 是 wo 
面 , 将 其 像 描 在 z 平面 上 (图 1.15(a)). 例如 ,函数 w= 二 zx, 将 点 


z 一 去 十 去 映射 为 点 ww 一 去 i; 将 区 域 C:Im 220. Re 20. |z| 1 BR 


射 为 叫 平面 上 的 区 域 D:;Im w»0.|w|-1 (图 1. 15(b)). 
J| 


图 1.15 


$1.5.2 复 变 函数 的 极限 与 连续 性 


定义 1.1 设 函 数 w=f(z) 在 z 的 去 心 邻 域 0 一 |z 一 加 | 去 o 内 有 
定义 .车 有 确定 的 复数 A(A 关 2) 存 在 ,对 于 任意 给 定 的 e 二 0, 总 存在 
一 个 正 数 8, 使 得 对 满足 0 二 |z 一 zo | 二 6(0 二 6 过 p) 的 一 切 z, 都 有 
IFA <e NFK A 为 函数 f(z) 当 z 趋向 zo 时 的 极限 . 记 作 
limf(z)=A 或 8(Cz) 一 A( 当 z>z). 


这 个 定义 的 几何 意义 是 : 当 变 点 “在 的 一 个 充分 小 的 8 邻 域 
时 ,它们 的 像 点 就 在 A 的 一 个 给 定 的 e 邻 域 . 
由 于 zo 是 复 平面 上 的 点 ,因此 x 可 以 任意 方式 趋 近 于 x。 ,但 不 论 
怎样 趋 近 ,f(z) 的 值 总 是 趋 近 于 A. 
这 个 定义 形式 上 与 高 等 数学 中 的 一 元 实 函 数 的 情况 相同 ,因此 , 复 
变 函 数 极限 有 类 似 于 实 函 数 极限 的 性 质 . 例如 , 当 
lim f(z) = Å, limg(z) =B 
时 有 
lim[ f(z) +g(z)] = A+B, 


lim f(z)g(z) — AB, 


"R1 A 
Ag B 


复 变 函 数 极限 的 计算 ,可 归结 为 实数 对 极限 的 计算 ,具体 来 说 ,有 
下 面 的 定理 : 

定理 1.1 RAH f(z)= 二 u(xz,y) 十 iv(x,y)， Ac uw iv; 
Zo = £o Tiyo „W limf) —A 的 充 要 条 件 是 


limuCr.y) = uj.  lmv(r.y) = v 
r9 TT) 


(B #0). 


I=» F 


WE 必要 性 : 若 limj(z) 一 人 ,根据 极限 定义 , 当 


0-—|z—z,|- y(r r) + (y= y) <s 
时 , 则 有 


| fé» —A |=| Gud iv) — (us 十 ioo) | 
= VG —1u)*--G-—w)* <e. 
于 是 显 见 , 当 0c y r—z) G3) <ò 时 则 有 


站 
即 
limzCr,y) = us, limv(z,y) = w. 
To x9 X. 
y» Y» 


充分 性 : 当 上 面 两 式 成 立 , 即 当 0— year) 3 Cy— y) <S 时 ， 
就 有 |u 一 uw | |v— wh 于 是 便 有 当 0 二 |z 一 zo | 过 6 时 ， 


| f(z2)—Al|=| Gu— u) t iCo— ww) | 
&lu-—tu Bl g [se 
即 lim f(z)=A. 


关于 含 ce 的 极限 可 作 如 下 定义 : 
lim L1) —aelimf( —a (a 为 有 限 复数 ); 
zr 2.1 : "OU 
Eu S ae ; 
lim 一 一 = 0 6 limf(z) = œ. 
ids TC ev 


定义 1.2 如 果 limf(z) 二 f(zo) 成 立 , 则 称 £C E zo 处 连续 . 如 
果 f(z) 在 区 域 D 中 每 一 点 连续 , 则 称 f(z) 在 D 内 连续 . 
例 1.15 问 函数 f) =E r= 有 无 极限 ? 


解 f(x) 的 定义 域 是 全 平面 除去 z= 二 0 的 区 域 . 当 z240 时 , 设 
z=r(cos 0 十 i sin 0) , li 
f(z) = cos(— 20) +i sin(— 20), 
考虑 从 z—0 出 发 方向 角 为 0 的 射线 lo ,我 们 有 
lim f(z) = cos(— 20) +i sin(— 20). 


zel 
95 


显然 ,对 于 不 同 的 ,上 述 极限 不 相同 .所 以 在 2—0. FGOARTETEBRR. 
例 1.16 求证 : f(z) 二 arg z(z 关 0) 在 全 平面 除去 原点 和 人 负 实 轴 的 
区 域 上 连续 ,在 负 实 轴 上 不 连续 . 
证 设 z 为 全 平面 除去 原点 和 负 实 y 
轴 的 区 域 上 任意 一 点 . 考虑 充分 小 的 正 数 
,使 角形 区 域 arg z; —e-—0-— arg zo 十 与 Qv 
负 实 轴 不 相交 (图 1.16) ,从 图 上 立即 可 以 N 
看 出 ,以 zo 为 中 心 ,zo 到 射线 0—arg z d- NY 
e 的 距离 为 半径 所 作 的 圆 盘 , 一 定 落 在 上 à 
述 角 形 区 域内 ,这 就 是 说 ,只 要 取 8 满足 
0-ó«|z,|sin e. IRA 34 | z—z, | o BEC 
有 |arg z—arg zo | e. 因此 arg z TE zo 为 
连续 . 再 由 z 的 任意 性 , 知 f(z)= 二 arg z 在 所 述 区 域内 为 连续 . 
设 zi 是 负 实 轴 上 任意 一 点 ; 则 


图 1. 16 


lim arg z =x 及 lim arg z —— m. 
la 2d TE 
故 arg z 在 负 实 轴 上 为 不 连续 . 


由 定义 1. 2 与 定理 1. 1 知 

定理 1.2 函数 f (2 — ur. y) Fio Cx, y) TE zo =z tiy, 处 连续 
的 充 要 条 件 是 wx(z,y) 与 wCz,y) 在 (ro,yo) 处 连续 . 

上 面 引进 的 复 变 函数 极限 与 连续 性 的 定义 与 实 函 数 的 极限 与 连续 
性 的 定义 形式 上 完全 相同 ,因此 高 等 数学 中 证 明 的 关于 连续 函数 的 和 、 
差 , 积 、 商 (分 母 不 为 0) 及 复合 函数 仍 连续 的 定理 依然 成 立 . 由 此 可 知 
TE BEC w=" Oi 为 正 整数 ) 与 更 一 般 的 多 项 式 

Pz) = az" Haiz +e +a, 

是 复 平面 上 的 连续 函数 . 而 有 理 函 数 
mz tart pera, 
Dyz^^ d- b etri 4-9 Fi 
除 在 分 母 为 0 的 点 外 在 复 平面 上 也 处 处 连续 . 

同 二 元 实 函 数 一 样 ,在 有 界 闭 区 域 上 的 复 连续 函数 ,具有 下 列 几 个 


R(z) = 


性 质 : 

1: 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 A(z) 是 有 界 的 . 

2. 有 界 闭 区 域 D 上 的 连续 函数 AGO YE D. EXHIBE] f(z)| 至 少 取 
得 最 大 值 与 最 小 值 各 一 次 . 

3. 有 界 闭 区 域 D. 上 的 连续 函数 f(z) 在 DD 上 是 一 致 连续 的 , 即 对 
任意 给 e 二 0, 存 在 6 这 0, 对 任何 满足 |z 一 xz | 二 6 BE zz ED 有 
|f(z)— f(z ) | «e. 
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本 章 学 习 了 复数 概念 、 复 数 运算 及 其 表示 3; 复 变 函 数 概 念 及 其 极 
限 、 连 续 等 内 容 . 这些 内 容 是 学 习 全 书 的 基础 . 因为 今后 研究 的 问题 均 
在 复数 范围 内 讨论 ,所 以 我 们 对 复数 的 性 质 必须 要 有 清楚 的 认识 ,并 需 
牢固 掌握 复数 运算 的 方法 . 由 于 复数 全 体 与 平面 上 点 的 全 体 可 作成 一 
一 对 应 , 故 一 个 复数 集 可 视 为 一 个 平面 点 集 , 而 用 复数 表示 复 平面 上 的 
点 , 较 之 解析 几何 中 用 直角 坐标 表示 点 ,有 时 要 方便 得 多 . 当 我 们 研究 
复 变 函数 的 性 质 即 研究 两 个 复数 集 之 间 的 一 种 对 应 关系 时 ,清晰 地 了 
解 平面 点 集 是 很 重要 的 前 提 . 

学 习 本 章 的 要 点 如 下 : 

1. 必须 熟练 地 掌握 用 复数 的 三 角 表 示 式 进行 运算 的 技能 . 要 正确 
理解 辐 角 的 多 值 性 ,掌握 根据 由 给 定 非 零 复数 > 在 复 平 面 上 的 位 置 确 
定 辐 角 主 值 的 方法 . 

2. 因 复 数 可 用 平面 上 的 点 和 向 量 来 表示 , 故 应 注意 掌握 用 复数 形 
式 的 方程 (或 不 等 式 ) 表 示 平 面 图 形 来 解决 有 关 几 何 问题 的 方法 .例如 ， 
向 量 的 旋转 即 可 用 该 向 量 所 表示 的 复数 来 上 一 个 模 为 1 的 复数 来 
实现 . 

3. 注意 复数 与 实数 的 不 同 点 . 

(1) 复数 与 实数 运算 不 一 样 的 一 个 新 闻 题 是 复数 的 开 方 , 任 一 异 
于 零 的 复数 总 可 以 开 方 ,而 所 得 结果 是 多 值 的 . 开 n 次 方 就 有 n 个 值 . 
这 一 点 用 复数 的 三 角 表 示 式 一 目 了 然 . 


(2) 实数 能 比较 大 小 ,但 在 本 课程 讲述 的 范围 内 复数 却 不 能 比较 
大 小 . 

G) 复数 模 的 概念 与 实数 中 绝对 值 的 概念 在 几何 上 都 是 描述 点 与 
点 之 间 的 距离 ,两 者 可 统称 为 绝对 值 . 但 由 于 复数 有 辐 角 的 概念 , 故 作 
为 复数 域 中 的 实数 也 都 有 一 个 辐 角 (0 或 r) ,这 显然 与 实数 域 中 的 实数 
是 不 同 的 . 

4. 正确 理解 复 变 函数 及 与 之 有 关 的 概念 ;正确 理解 区 域 、. 单 连通 
区 域 、 多 连通 区 域 . 简 单 曲线 等 概念 . 


Re MAREA. D 

1.1 一 个 复数 的 实 部 和 虚 部 是 否 唯一 确定 ? 又 其 模 和 辐 角 是 否 唯一 确定 ? 
复数 0 的 辐 角 是 否 确定 ? 为 什么 ? 

1.2 ”如何 运 用 复数 的 代数 表示 式 进行 四 则 运算 ? 要 注意 什么 ? 

1.3 下 面 的 表示 式 或 说 法 是 否 成 立 : 

d) 0<i; 

(2) 2i<3i; 

G) 因为 3 之 2, 所 以 3 一 之 2 一 5 


(4) 由 z—x- yi f& Arg z—arctan T 


LT 
RA IMT 
11 计算 下 列 各 式 . 
(D GT )0—(-—20; (2) (a— bi)’; 
i x—1 T ` d 
(3) ü—Dd-2! (4) FS. (z 二 Zz 十 iy 关 一 1). 


1.2 证 明 下 列 关 于 共 恩 复数 的 运算 性 质 : 
(OD Gi £z )-—z, tz; (2) Caz) zz; 


(3) (2)-& (zz 0). 


2z; —z;—i, 
L3 lE | 


(1# izi -Fiz; =4— 83i. 


ERS AEE T AEEA NE a — D 


1.4 将 直线 方程 wz 十 by 十 c=0 (a 十 开 天 0) 写 成 复数 形式 ， 
[提示 : 记 rtHiy=z. ] 

1.5 将 圆周 方程 a(x 十 六) 十 bx 十 cy 十 d= 二 0 (a 关 0) 写 成 复数 形式 ( 即 用 > 
与 z 来 表示 ,其 中 z=rtiy). 

1.6 求 下 列 复数 的 模 与 辐 角 主 值 : 

QD4a44; X429 —1)—14 (022-4 (D —IlI-b3L 

1.7 证 明 下 列 各 式 : 

(1) [zı —2:1*—|z;|*9-|z; |? —2Relzi zz)3 

(2) [zi cz | 十 |zi 一 zz | 二 2《|zi| 十 |zz1), 并 说 明 此 式 的 几何 意义 ; 


© CIEL DIE e Lo z=z 十 iy). 


1.8 将 下 列 各 复数 写成 三 角 表 示 式 : 
(1) —3-2i; (2) sina+icosa; (3) 一 sn 开 一 icos 工 . 


6 6 
1.9 利用 复数 的 三 角 表 示 计 算 下 列 各 式 : 


© 400-0; (2) (—24-30/(34-205 
T 
(3) [5 ; a» 4—2 T8. 


1.10 解 方程 := 十 1 一 0. 
1.11 指出 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 与 闭 区 域 ,并 指明 它 是 有 界 的 还 是 无 界 
的 ? 是 单 连通 区 域 还 是 多 连通 区 域 ? 


(D 3 全 二 9， (2) | 二 |<3; 


(3) dag zc B 1«1lzl«3; 


(4) Im z>1, HIz| «2; 


(8) Rez? «1; 6 la- ilt Ted [at 
(D) larg e| <2; (^ (8 En (a>0). 


1.12 指出 满足 下 列 各 式 的 点 z 的 轨迹 是 什么 曲线 ? 
(D [ztil21; 

(2) |z 一 a| 十 |z 十 a|= 二 5, 其 中 a,b 为 正 实 常数 ; 

(3) | zx 一 a| 王 Re(z 一 0) ,其 中 a,b 为 实 常数 ，; 

(4) zz 十 az 十 az 十 6 二 0, 其 中 a 为 复 常 数 , 为 实 常数 ; 


CE ——— —— — —— €— 


(5) az 十 az 十 0 一 0, 其 中 a 为 复 常数 ,2 为 实 常数 . 

1.13 用 复 参数 方程 表示 下 列 各 曲线 : 

d) 连接 1 十 i 与 一 1 一 4i 的 直线 段 ; 

(2) 以 0 为 中 心 , 焦 点 在 实 轴 上 ,长 半 轴 为 a, 短 半 轴 为 5 的 椭圆 周 . 
1.14 试 将 函数 X — y —ilry r) 5m 的 函数 (z 一 z 十 iy). 


1.15 试 证 :lim<e 不 存在 . 
1.16 设 


Xy 
fo Ey z;0, 
0, z-—0, 
试 证 : f(z) 在 z—0 处 不 连续 . 


4959996999959 8990090 68 8394409959900 0S 8OO0EOO 59099909 42852220992900 0549 »854/O2OO900099099599500900009€90900995 


解析 函数 是 本 课程 讨论 的 中 心 ,是 复 变 函数 研究 的 主要 对 象 , 它 在 
理论 和 实际 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 .本 章 先 引 入 复 变 函数 的 导数 概念 ， 
然后 讨论 解析 函数 ,介绍 函数 解析 的 一 个 充分 必要 条 件 , 它 是 用 函数 的 
实 部 和 虚 部 所 具有 的 微分 性 质 来 表达 的 . 接着 介绍 几 个 初等 函数 ,这 些 
初等 函数 是 最 常用 的 函数 ,因而 特别 重要 . 


| $2.1 解析 函数 的 概念 


$2.1.1 复 变 函数 的 导数 


定义 2.1 WP w— f OEA zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,zo 十 Az 是 
令 域 内 任 一 点 ,Aw 二 f(zo 十 Az) 一 了 f(zo) ,如果 


x Aw _ * Ff (wo cr Az)-— fi.) 

m cEU C 
存在 有 限 的 极限 值 A, 则 称 fC) E z 处 可 导 ,A 记 作 fO x 
dw 
lan 

Fad = lig; CT A= Pond (2.1) 
Az—0 Az 
或 l 
Aw =f (zo)Az+ol(| Az |) CAz— 0), (2,2) 


也 称 dfCGzD = f Ceo) Az R f Gu dz H f COE zo 处 的 微分 , 故 也 称 
f GO E zo 处 可 微 . 


由 定义 易 知 ,如 果 f(z) 在 zo Ab n] Se CHE RIO SUI fO dE zo 处 


连续 . 
例 2.1 证 明 : 函 数 f) = lz dE z—0 点 可 导 , 且 导数 等 于 0. 
证 ”我们 看 商 式 
fx) — €0) s hæl? a 
z—0 2 ^ 


当 z—0 时 ,z-~0, 故 FOE z—0 可 导 且 导数 等 于 0. 
例 2.2 Ut FCz) 王 Re z. 证明 :zx) 在 全 平面 处 处 没有 导数 . 
证 因为 对 任意 一 点 zo， 
fiz)— f) "Rez—Rez, _ Relz— z) 


£z — £g "zo pe 

考虑 直线 Re z=Re z 及 直线 Im z= 二 Im zx: 在 前 一 直线 上 ,上 式 恒 等 
于 0; 在 后 一 直线 上 ,上 式 恒 等 于 1. 故 当 >z 一 z 时 上 式 没有 极限 , 即 
FOE z 没有 导数 . 由 于 zo 的 任意 性 ,了 f(z) 在 全 平面 处 处 没有 导数 . 


$2.1.2 解析 函数 的 概念 与 求 导 法 则 


定义 2.2 WR f(z) 在 zo 及 zo 的 邻 域内 处 处 可 导 , 则 称 f(z) 在 
zo 处 解析 ;如 果 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 解析 , 则 称 f(z) 在 DD 内 解析 ， 
或 说 f(z) 是 DD 内 的 解析 函数 ;如 果 f(z) 在 z 处 不 解析 , 则 称 zo 为 
f(z) 的 育 点 .有 时 也 说 函数 在 一 个 闭 区 域 上 为 解析 ,这 是 指 函数 在 一 
个 包含 该 闭 区 域 的 更 大 的 区 域 上 为 解析 . 

总 之 ;凡是 说 到 函数 解析 ;总 是 指 函 数 在 某 个 区 域 上 处 处 有 导数 . 
解析 性 不 是 函数 在 一 个 孤立 点 上 的 性 质 ,而 是 函数 在 一 个 区 域 证 的 
性 质 . 

若 函 数 在 一 点 处 解析 ; 则 一 定 在 该 点 可 导 , 但 反 过 来 不 一 定 成 立 . 
因此 点 可 导 与 点 解析 是 不 等 价 的 .但 是 函数 在 区 域内 解析 与 在 区 域内 
处 处 可 导 是 等 价 的 . 

由 于 复 变 函 数 的 导数 定义 在 形式 上 类 似 于 高 等 数学 中 单元 实 函 数 
导数 的 定义 ,因此 用 同 高 等 数学 中 类 似 的 方法 就 可 以 证 明 下 述 各 求 导 
法 则 . 


(1) 四 则 运算 法 则 
设 f(z) 和 g(x) 都 是 区 域 D 上 的 解析 函数 , 则 fe) Ege), 


Fogai (CCz) 天 0) 在 D 上 为 解析 , 且 有 


LfCO t gG2]' 2f G) € g'G), 
[f(z)g(z)] 2 f'GgCGO + fGog'G), 
rÊ f ga) — fCeog'G) 
g(z) LgGO J? 
此 外 ,很 容易 知道 常数 的 导数 是 0, 以 及 
QY =n (2 为 自然 数 ) ， 
[kf GO ]' 三 &FCz) (k 为 常数 ). 
(2) 复合 函数 的 求 导 法 则 
RRA 8 二 f(z) 在 区 域 D 内 为 解析 ,函数 w= 二 g(8) 在 区 域 G 内 为 
解析 ,又 f(D)CGCfA(D) 表 示 函 数 £ 二 f(z) 的 值 域 ,也 就 是 区 域 D. 的 
像 ), 则 复合 函数 ww — g Cf G0 — h GO TE D 内 为 解析 , 且 有 
h'(z) = [gC(f(z2))] = g (f(z))f Co. 
(3) ARRIR FA 
设 函 数 w= f OO EEG, D 内 为 解析 且 f G0 750, LARA > 一 
f Cw) — Cw fF TE B. 7g ES , uj 


p' w) = 4l ET EN 
f Gl: f (p(w)) 
例 2.3， 求 函数 f(z) 一 5 志和 的 解析 性 区 域 及 该 区 域 上 的 导 


函数 . 

f 设 P(z)= 二 2z’ 一 z 十 3， Q(z) 二 4z? 十 1,P 和 Q 都 是 z 的 多 项 
A. 由 函数 e On 为 任意 自然 数 ) 在 全 平面 解析 的 事实 以 及 乘积 与 和 、 差 
的 求 导 法 则 知 ,P 和 Q 都 在 全 平面 解析 . 而 由 商 的 求 导 法 则 知 当 
Q(z) 关 0 时 ， hae 又 方程 Q(z) 二 0, 即 4 十 1 二 0 


的 解 是 z—,|— 一 土方. 因此 在 全 平面 除去 点 六 与 一 方 的 区 域内 
了 f(z) 为 解析 . pe 


= PEGOQGO- PGOQ' C) 
LR 


e (4z? +1) (102! — 1) — (22 — z +3) (8z) 
(42? #1)? 


二 242^ 10zt 由 4z/ — 24z — 1 
(42? +1) 


82.1.3. 函数 解析 的 一 个 充分 必要 条 件 


设 函 数 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 为 解析 ,根据 复 变 函 数 与 二 元 实 变 函 
数 的 联系 ,我 们 自然 要 问 :作为 解析 函数 的 实 部 与 虚 部 的 两 个 二 元 函数 
有 什么 特性 ? 下 述 定 理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 2.1 KA f(z) 二 u(x,y) 十 iv(zx,y) 在 z 三 x 十 iy 处 可 导 的 充 
要 条 件 是 x(z,y),zCzy,y) 在 点 (zy) 处 可 微 ; 而 且 满 足 柯 西 一 黎 曼 
(Cauchy-Riemann) 方 程 (简称 C-R 方程 ): 


f(z) 


(2. 3) 


证 ” 先 证 必要 性 . 设 f(z) 在 z=xz 十 iy 处 可 导 , 记 作 f G-—ac 
ib, WW di (2. DRA 
f(z Az)— f(z2)= (a -F ib) Az d- o€C| Az | 
= (a-- ib CAx 3-iAy) 十 ol(| Az |), 
其 中 f(z 十 Az) 一 f(z) 二 Au 十 iAv,Az 二 Az 十 iAy. 分 开 实 部 和 虚 部 ,得 
ul(Zz 二 Azryy 二 Ay)—ulrsy) ='aAr— by oC| Az |), 
ulr + Az, y + ây) — v(x,y) = bAz 十 aAy 十 ol(| Az D, 
A ulr y) k v(x,y) 在 点 (x,y) 处 可 微 , 并 有 


再 证 充分 性 . 设 ,v 在 (x,y) 处 可 微 , 且 (2.3) 式 成 立 , 则 有 
Au = u, (ryy)Ar+u (ryy)Ay+ oll Az |), 
Av = vi Gy) Az v, Gy) Ay oC] Az D. 
于 是 由 (2. 3) 式 知 
Aw = Aut iAv 


= [wu (x,y) iv Gs) ] ArH iAy) 十 o(| Az |), 
因而 


lim Aw = u, Cr,y) d- iv (x,y) — ad bi. 
Ar-0 Az 


由 以 上 讨论 可 见 , 当 定理 .2.1 的 条 件 满足 时 ,可 按 下 列 公 式 之 一 计算 
Cs 
Juy Ran | 9v ,.9v 
ax dr Əy “az 
i a a (2: 4) 


注意 ,C-R 条 件 只 是 函数 f(z) 可 导 的 必要 条 件 而 并 非 充 分 条 件 . 
这 个 道理 可 以 很 简单 地 说 明 . 因为 ,一 个 二 元 函数 在 某 一 点 有 偏 导数 其 
至 不 能 保证 函数 在 该 点 为 连续 ,更 不 要 说 在 该 点 为 可 微 了 . 例如 , 取 两 
个 函数 u(x,y) 与 v(x,y) 如 下 : 


E: 
uCr,y) = vlz, y) ety Ss 
0, zy, 
BRA fG)—uG;y TivG,;y) Jl f(z) 在 z=0 这 点 满足 
BuG Pt gn PE) aw 
ox ,Ay ax Jy 


但 f(z) YE z—0 处 是 不 连续 的 ,从 而 是 不 可 导 的 . 

如 果 考 虑 区 域 上 的 解析 函数 ,由 定理 2. 1 就 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 2.2 函数 f(z)= 二 u(rz,y) 十 iv(zx,y) 在 区 域 D 内 解析 ( 即 在 
D 内 可 导 ) 的 充 要 条 件 是 ul(z,y) 和 wz,y) 在 D 内 处 处 可 微 ,而 且 满 足 
C-R 方程 . 

推论 X f(z)==u(z;y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 有 定义 ,如 果 在 D 
内 w(x,y) 和 wv《z,y) 的 四 个 偏 导 数 志 ,uy ,vi v, ETE HE SE 3E ELS 
足 C-R 方 程 , 则 f(z) 在 DD 内 解析 . 

证 由 于 uClz,y) 和 wv(z,y) 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ,因而 u Cx y) RI 
v(x,y) 在 DD 内 可 微 .由 定理 2.2 知 f(z) 在 DD 内 解析 . 

上 述 定理 提供 了 判断 函数 f(z) 在 区 域 D 内 是 否 解 析 ( 或 在 某 点 


是 否 可 导 ) 的 方法 , 即 f(z) 在 DD 内 不 满足 C-R 方 程 , 则 f(z) 在 DD 内 不 
解析 ;如 果 在 DD 内 满足 CR 方程 ,而 且 w 和 w 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 
f(z) 在 D 内 解析 .并 给 出 了 一 个 简洁 的 导数 公式 (2. 4). 

例 2.4 讨论 下 列 函 数 的 可 导 性 和 解析 性 . 

(D w-—Rez; (2) w= |z|’; 

(3) f(z) —e'Ccos y+i sin y). 

f& OD BN u-—x.v—0.H 

9u 1, 9€ = b, 29. 9, 二 二 0 


ax dy ' ar dg 2s 
可 知 不 满足 CR 方程 ,所 以 w-— Re z 在 复 平面 内 处 处 不 可 导 , 从 而 也 
处 处 不 解析 . 
(2) w= |z| =r +y P u=r +y v=, H. 
gu 


ar 20 ic. dy z 0, Jy 0, 


可 见 C-R 方程 只 在 点 (0,0) 成 立 . 由 定理 2.1 知 该 函数 在 zx 一 0 处 可 导 ， 
且 由 (2.4) 知 f^ CO) —0. 对 于 其 他 2250. 的 点 ,这 个 函数 不 可 导 , 所 以 这 
个 函数 在 z==0 处 不 解析 . 从 而 在 复 平面 上 处 处 不 解析 . 

(3) 因为 x 王 ercos y, v—e'sin y, H 

di n Ju — P gin. s s ðv M 

a; €€5» gym sin y,37 — e simips e COS y; 
从 而 满足 CR 方程 ,并 且 由 于 上 面 四 个 一 阶 偏 导数 均 连续 ,所 以 f(z) 


在 复 平 面 内 处 处 可 导 , 故 也 处 处 解析 . 根据 (2.4) 式 ,有 
fd sz w Li? s d'Loos 3 d. Lofts y) ee fa, 


802.5 如 果 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,而 且 满 足下 列 条 件 之 一 , 则 


f(z) 在 DD 内 为 常数 . 
(OD f (z) 二 0; (2) Ref(z)= 二 常数 ; G) | f(z) | 为 常数 . 
、 /((,j—9u,.9v 2v .93u ðu Ou 23v 2v 
证 (DÓÁÓfo-s3rtig. ay. s dl 0 和 二 a Ox 2y 


一 0, 故 u,v 都 是 常数 ,从 而 f(z) 在 DD 内 为 常数 . 
(D BOX u— TG E= =o. di CR 方程 知 嘲 一共 =0, 所 以 


f(z) 为 常数 . 
(3) | fG2 P Su v! — ECL AE RIDE s y SK di St CAS: 


du Sos gu Ju 
a Eds heh MET PN I d 
由 CR 方程 得 
Ju ðu gu gu 
OU E ym gH ZTU ee 
s "ax re 


所 以 Gi E) 0, P Ev )55 0. 
M u Ev —0 Bf u—v—0, B f(x) 二 0, 因 而 得 证 . 
M wHo 时 , 瑟 一 弛 一 0, 故 wx 一 常数 ,再 由 (2) 知 f(z) 在 也 内 


Iy 
为 常数 . 


| 82.2 解析 函数 和 调和 函数 的 关系 


$ 2.2.1 调和 函数 的 概念 


平面 静电 场 中 的 电位 函数 无 源 无 旋 的 平面 流速 场 中 的 势 函 数 与 
流 函 数 都 是 一 种 特殊 的 二 元 实 函 数 , 即 所 谓 调和 函数 ,它们 都 与 某 种 解 
析 函 数 有 着 密切 的 关系 .下面 给 出 调和 函数 的 定义 . 

定义 2.3 ”如果 二 元 实 函 数 p(x,y) 在 区 域 D 内 有 二 阶 连续 偏 导 
数 , 且 满足 二 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 


2g 3o 
一 0， 
cp aem 


则 称 p(xz,y) 为 区 域 D 内 的 调和 函数 ,或 说 函数 p(x,y) 在 区 域 D. 内 
调和 . 

定理 2.3 RAŽ f(z) 二 u(x,y) 十 iv(zx,y) 在 区 域 D 内 解析 , 则 
f(z) 的 实 部 ul(z,y) 和 虚 部 v(x,y) 都 是 区 域 D 内 的 调和 函数 . 

证 因 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,所 以 u,v 在 D 内 满足 C-R 方程 


当 f(z) 解 析 时 u,v 有 任意 阶 连续 偏 导数 (这 一 事实 本 书后 面 将 要 


指明 ). 
在 上 述 二 式 中 分 别 对 y 与 工 求 偏 导数 ,得 
u 3’ v gu 2g Hb 
gzay 3y” 9yaz I 
因 Pu — Fu 于 是 
azay yðr’ 


Iz? 9 y* n ÀdxQdy 9y9 工 
这 就 是 说 ,v(x,y) 是 区 域 D 内 的 调和 函数 . 同 理 ,u(x,y) 也 是 区 域 D 
内 的 调和 函数 . 


$2.2.2 dg gne 
定义 2.4 RAŽ ory) R Ge 30 Jg X, D V3 E yi A PR, 


且 满 足 C-R 方程 
op OM "9. — 25 
ar 3y ar oy 
Wk p i o 的 共 声 调和 函数 . 


显然 ,解析 函数 的 虚 部 是 实 部 的 共 轿 调和 函数 . 反 过 来 ,由 具有 共 
e 性 质 的 两 个 调和 函数 构造 一 个 复 变 函数 是 不 是 解析 的 ?下面 的 定理 
(证 明 从 上 略 ) 回 答 了 这 个 问题 . 

定理 2.4 复 变 函数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(x,y) 在 区 域 D 内 解析 的 
充分 必要 条 件 是 在 区 域 D 内 ,f(z) 的 虚 部 v(x,y) 是 实 部 u(x,y) 的 共 
LACE E 

T di xx ^ XE E s [88 TRI FI — A LG A RA TEE KG HE 8 8] A PCIE HB 
一 个 解析 函数 . 


$2.2.3 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 


由 于 共 郝 调和 函数 的 这 种 关系 ,如 果 知 道 了 其 中 的 一 个 , 则 可 根据 
C-R 方程 求 出 另 一 个 来 , 下面 举例 说 明 求法 . 这 种 方法 可 称 为 偏 积 
分 法 . 


例 2.6 验证 u(r,y)= 二 zx 一 3xy 是 调和 函数 ,并 求 以 ulr, y) 28 
实 部 的 解析 函数 f(z) ,使 之 适合 FCO) 王 1. 


E ”因为 
u 3 2 — Sy i 
了 
所 以 
0 


而 的 二 阶 偏 导 显然 连续 , 故 u(x,y) 为 调和 函数 . 


9v 9u = 2 4 
HEET a 3x! — 3y 


y fez —8y')dy = 3r y — y Fole), 


及 Sem GaycFe Gr) — — 35 6a, 所 以 9 (Gr) —0, Bl PC(z) 王 C. 因 此 


v(r,y) = 3a3*5y — y! tC. 
因而 得 到 一 个 解析 函数 
Fi —2—3z29-L:X«32"9—43-rO, 

因为 f(0)==i, 故 C==1, 所 以 fe) =z i. 

此 例 说 明 ,已 知 解析 函数 的 实 部 ,就 可 以 确定 它 的 虚 部 ,至 多 相差 
一 个 任意 常数 ,下 面 的 例子 则 说 明 可 以 类 似 地 由 解析 函数 的 虚 部 确定 
(可 能 相差 一 个 常数 ) 它 的 实 部 . 

例 2.7 已 知 一 调和 函数 v= 二 e*(ycos y 十 zsin y) 十 z 十 y, 求 一 解 
Pre f(x) —u-riv.fi f(0)=0. 

解 ”因为 


F =e" (ycos y + zsin y+ sin y) 9-1; 
3v - ; 
3y =e" (cos y — ysin y+ xcos y) -- 1, 


ðu 一 2 — e*(cos y — ysin y--xcos y?) 9-1 


da 8y 
得 
u = [Le cos y — ysin y + zcos y) 4-1 ]dx 
—e'(xcos y — ysin y) +x + gCy). 
Jv | Iu 4 
idu - 95g 


e*(ycos y+ xsin y+ sin y) 十 1 
—e' (xsin y + ycos y+ sin y) — g' (y). 
故 g(y) 王 一 y 十 C, 因 此 
u —e'(xcos y — ysin y) 十 工 一 y 十 C， 


从 而 
f(z) 一 人 (zcos y — ysin y) 3- x — y - Co 
iLe” Cycos y + xsin y) 4- z 4- y] 
—zxe'e"--iyete" +r +i) +iyd +i) +C. 
它 可 以 写成 


f) = ze t (lr Dz4- C. 
由 f(0)==0, 得 C==0, 故 所 求 的 解析 函数 为 
f(z) = ze 二 (1 十 Dz. 
设 wx(z,y) 为 单 连通 区 域 D 内 的 一 个 调和 函数 ,下 面 介绍 利用 曲 
线 积分 求 ulr, y) 368g VER 8 L0 75 E. 
我 们 从 C-R 条 件 知 道 ,函数 x 决定 了 函数 的 全 微分 , 即 


dv = Zdr + E = 一 et Sudy. 
在 高 等 数学 课程 中 知道 , 当 呈 为 单 连通 区 域 时 ,上 式 右 端的 积分 ( 指 第 
二 型 曲线 积分 ) 与 路 径 无 关 , 而 v 即 可 表示 为 
wf ad = pis = A May + C, 
其 中 (zo,yo) 为 DD 内 一 定点 ;C 为 任意 实 常数 . 
类 似 地 5 可 以 从 ulr, y RH ulr y). 


例 2.8 求解 析 函 数 F(z) 王 xz 十 ip, 已 知 u= — y tary, fO S 
perd: 
解 ”容易 验证 "是 全 平面 上 的 调和 函数 . 利用 CR 条 件 , 先 求 出 


的 两 个 偏 导 数 

LL PME ER REPE M LN 

Ja C9 2y— ax, 3$ Oz 2x-d- ys 
则 


Gr, y) 
vr, y) Fh (2y — 22dz 4-(21.3-,5)dy HE 
(0,0) 
=| coa] Cet ada C 
0 0 
=— gar EG 
2 2 à; 
所 以 
F= G! y ay) HiO Ta! 22 - Ty +O) 
= (z+ iy)? 一 (z+iy) iC a-i hE. 
又 因为 fO=—1+i BEBL C= 去 ,结果 得 到 


人 -人 二 


| 82.3 初等 函数 


与 初等 实 变 函 数 一 样 ,初等 复 变 函数 也 是 一 种 最 简单 、 最 基本 而 常 
用 的 函数 类 ,在 复 变 函数 论 及 其 应 用 中 有 很 大 的 重要 性 . 在 初等 数学 里 
曾 用 初等 方法 (几何 的 ,代数 的 ) 讨 论 过 初等 函数 ,揭示 了 它们 的 一 些 性 
质 , 在 高 等 数学 里 我 们 曾 用 分 析 的 方法 讨论 过 ,并 得 到 许多 新 的 有 用 的 
重要 性 质 .但 是 , 那 时 受 实数 范围 的 限制 ,看 不 到 它们 的 “新 貌 ”. 现在， 
我 们 即将 看 到 ,当初 等 函数 推广 到 复数 时 ,又 揭示 出 许多 重要 性 质 . 如 


指数 函数 的 周期 性 ;对 数 函 数 的 无 穷 多 值 性 ;正弦 函数 .余弦 函数 的 无 
界 性 ,特别 是 多 值 函 数 的 本 质 , 这 里 才能 得 到 完满 阐述 和 充分 揭示 . 


$2.3.1 指数 函数 
定义 2.5 对 于 复数 z= 二 xz 十 iy, 称 


w = e — exp z = e'(cos y +i sin y) 

为 指数 函数 . 

由 此 ,对 于 任意 的 实数 y 有 

e" = cos y +i sin y, 

这 个 式 子 称 为 欧 拉 (Euler) 公 式 . 

指数 函数 w— e^. 显然 在 全 平面 上 有 定义 . 又 在 例 2.4(3) 中 已 证 明 
了 它 在 全 平面 上 为 解析 , 且 

(e) — e, 

再 注意 : 当 y=0 时 ,有 ese, 可见 , 复 变 量 的 指数 函数 e 其 实 是 实 变 
量 的 指数 函数 e" 在 复 平面 上 的 解析 拓 广 . 

指数 函数 的 性 质 

我 们 自然 要 问 :从 实 的 指数 函数 拓 广 到 复 的 指数 函数 以 后 ,函数 的 
性 质 发 生 了 什么 变化 ”这 里 指出 四 点 . 

(1) 从 指数 函数 的 定义 及 欧 拉 公式 可 知 

e| sz ert s erelr, 
所 以 
| e |= e, Arg e — y-F2kx, 天 一 0 十 1, 士 2 

由 于 eA BUS e 70. 

(2) 考察 指数 的 运算 法 则 , 设 

z = Ti Hiyo z = x5 c iy;. 
由 定义 有 
e? e e? = e" (cos y; Hi sin yı) * e? (cos y; +i sin yz) 
= ete [cos(y + yz) +i sin(yı + y2)] 


epu zm gute; (2.5) 
(3) 从 欧 拉 公 式 可 知 ,对 于 任意 整数 有 有 
e^ = cos(2kr) +i sin(2kz) = 1, 
再 由 指数 运算 法 则 得 到 
Et 一 :res ns er. 
因此 e* 是 以 2&xi(& 一 士 1, 士 2,…) 为 周期 的 函数 ,这 个 性 质 是 实 变 量 
指数 函数 所 没有 的 . ; 
(4) 复 变量 指数 函数 e^ 当 >z 趋向 于 ce 时 没有 极限 . 这 是 因为 : 当 > 
沿 实 轴 正 向 趋向 于 ce 时 ,有 
lim es 一 lim er 一 十 co; 
而 当 zz 沿 负 实 轴 负 向 趋向 于 ce 时 ,有 
lim ez 一 lim e =0, 
这 个 性 质 值得 我 们 注意 . 
例 2.9 ie nfi 
解 根据 指数 定义 算出 


ett 一 e 3 (cos Y Ls sin $) 
FNCTACETINPI 
e ( +i) 
—gCHE eH. 
例 2. 10 利用 复数 的 指数 表示 计算 (T 
解 ”因为 
244i B V5 eee i 
( 12i ) I V5 geret 


z 1 1 
iC x—arctanz —arctan2) 7-5 
E [e 2 ] 3 


— edi(¥+24r) k 05.12. 


故 所 求 之 值 有 3 个 , 即 ef ， ei E ut 
P E. i 
zt FTP 

§ 2.3.2 对 数 函 数 


复 变 量 的 对 数 函 数 也 是 定义 为 指数 函数 的 反 函 数 . 
定义 2.6 满足 方程 e”= 二 zxz(z 关 0) 的 函数 ww 二 f(z), 称 为 对 数 也 


数 . 记 作 w=Ln z. 
令 z= 二 re? ,w= 二 妈 十 iv, 则 方程 e" — z 变 为 
= 
由 此 推出 


e =r, v= 0+2kr (k=0,+1,+2,). 
从 而 解 得 
u-—lnr.v-—0-F2kn (k=0,+1,+£2,). 
这 里 ,u 是 单 值 的 ,而 wv 可取 无 穷 多 个 值 . 由 于 vr 二 1z| ,9 是 z 的 辐 角 , 故 
TUN v= 二 Arg z. 由 此 
w-—Lnz-lÀn|z|-ciArgz.z7 0, 
其 中 ,ln |z| 是 通常 正 数 |z| 的 自然 对 数 . 但 Arg z 为 多 值 函数 ,所 以 对 . 
数 函 数 w— Ln e 为 多 值 函数 .并 且 每 两 个 值 相 差 2xi 的 整数 倍 . 如 果 规 
Æ Arg z 取 主 值 arg z, 就 得 Ln z 的 一 个 单 值 “ 分 支 ” 记 作 ln z, 把 它 称 
H Ln z WEE. XE, RIRA 
Inz = ln | z|+iarg z. 
而 其 余 各 个 值 可 由 
Ln z = lIn z+ 2kri (k =Ł1, 2er) 
表达 ,对 于 每 一 个 固定 的 &, 上 式 为 一 单 值 函数 , 称 为 Ln z 的 一 个 分 支 . 
特别 地 , 当 z=x>0 时 ,Ln z 的 主 值 In z—1n zy 就 是 实 变数 对 数 
函数 . 
例 2.11 求 Ln( 一 1). 
解 ” 因 为 | 一 1|==1,arg( 一 1)= 二 x, 故 
Ln(— 1) —Inl Hilm 4- 2kx) 


= (2k -- 1)ni (k — 0, 1,7). 
8| 2.12. 求 Ln(2 一 3). 
Wt ”因为 


| 2= 3i |= 413, arg(2— 3D =— arctan $., 


所 以 
Ln(2— 3i) — EIE — iCarctan i + 2kr) 


(pa Om 
例 2.13 计算 lni 及 1ln( 一 2 十 3i). 
解 ”根据 定义 


In i —ln | i |+i arg i = i, 


ljn( 一 2 十 3i) —1n | 一 2 十 3i| 十 iarg( 一 2 十 3i) 
de t oi 3 
T3 In13 4- i(x — arctan 2 Ja 


至 此 ,我 们 遇见 了 三 种 对 数 函 数 :第 一 种 是 实 变量 的 对 数 函 数 
In x, 它 对 一 切 正 数 zx 有 定义 , 且 是 单 值 的 ;第 二 种 是 复 变 量 的 对 数 函 
数 Ln z, 它 对 一 切 不 为 0 的 复数 z 有 定义 , 且 每 个 z 对 应 无 穷 多 个 值 ; 
第 三 种 是 复 变量 对 数 函 数 的 主 支 In z, 它 对 一 切 不 为 0 的 复数 z 有 定 
义 , 且 为 单 值 , 即 取 Ln z 的 无 穷 多 值 中 的 一 个 ,这 个 复数 的 虚 部 等 于 > 
的 主 辐 角 . 特别 地 , 当 > 为 正 实 数 时 , 主 值 In z 恰 与 实数 的 对 数 相 一 致 . 
因此 这 里 采用 的 各 种 记号 不 会 发 生 混乱 . 不 过 读者 在 初学 时 需要 留意 
正确 的 书写 . 

对 数 函 数 的 性 质 : 

利用 辐 角 相应 性 质 , 容 易 验 证 ,对 数 函 数 具 有 下 列 性 质 : 

(1) 运算 性 质 

Ln(ziz;) =Ln zl 十 Ln zz; 


之 1 
Ln — =Ln zi — Ln zz. 
Z2 


这 两 个 等 式 与 实 变量 对 数 性 质 相同 . 但 必须 这 样 理解 :对 于 左 端的 多 值 


函数 的 任意 取 定 的 一 值 ,一 定 有 右 端 的 两 多 值 函数 的 各 一 值 ,其 和 与 该 
值 对 应 ,使 等 式 成 立 ; 反 过 来 也 是 这 样 . 还 应 当 注 意 的 是 :等 式 


Ln z” —nLn z; 
Ln yz = 二 Lan zs 


不 再 成 立 , 其 中 为 大 于 1 的 正 整 数 . 
(2) 解析 性 
我 们 再 来 讨论 对 数 函 数 的 解析 性 . 
就 主 值 w=ln z 而 言 ,在 除去 原点 及 负 实 轴 的 复 平面 上 是 解析 的 ， 


[m "d 
dz z 
因为 w=ln z=ln|z|+iarg z (一 r<arg zx). 当 z—0 时 ,ln|z| 
与 arg z 均 没 有 定义 ,而 且 当 z<0 时 ， lim arg z=— 7, lim arg zr—m, 
y-0 


可 见 w 二 ln -在 原点 及 负 实 轴 上 是 不 连续 的 ; 因而 不 可 导 ,另外 xz 一 ee 在 
区 域 一 x 二 v= 二 arg z-— nV BS x: PR PC ww — 1n z 是 单 值 的 .由 反 函 数 的 求 
导 法 则 ( 见 § 2. 1) 知 


adaz) 三 1524 
"dr de* z' 
dw 


所 以 ,jn z 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 平面 内 解析 . 又 由 于 Ln z—In z+ 2kri 
Ck 为 整数 ) ,因此 Ln z 的 各 分 支 在 除去 原点 及 负 实 轴 的 平面 内 也 解析 ， 
并 且 有 相同 的 导数 值 . 


$2.3.3 XR 


定义 2.7 函数 w— 2" 规定 为 
z2 =e (a RAEM, 0, 
称 为 复 变量 mBMsmW. 
规定 : 当 v 为 正 实数 且 z=0 BE 2^ —0. 
由 于 Ln z d & (B PRG. Br VA en ^ 一 般 也 是 多 值 函 数 . 
34 a HIERZ n 时 


w= z" = erez i enl zl-riCarg +2kr)] =l z |^ eres 


是 一 个 单 值 函数 ; 
当 a 一 士 (n 为 正 整数 ) 时 ， 


| (b Oy nes 1) 
是 一 nn 值 函数 ; 
M a 为 零 时 ， 
z xm eo Las a. e? at È 


M a AURI Co 5q HERRER, >00, 


oi = efLn z — pflnr+ Ti2en , k 为 整数 . 
由 于 尹 与 9 互 质 , 当 & 取 0,1, 一 ,9 一 1 时 ， 
pitt — ( etx? ya 
是 g 个 不 同 的 值 . 但 车 再 取 其 他 整数 值 时 ,将 重复 出 现 上 述 g 个 值 之 
一 ,所 以 
wW — ES 

是 % 值 函数 ,有 aq 个 不 同 的 分 支 . 

当 a 是 无 理 数 或 复数 (Im a 7500 BE. 55 1 z^. 是 无 穷 多 值 函 数 . 
例如 ， 


i= e i = el 1+iCarg IB] 一 e CE 
(k = 0, £ lats). 
21+i NIE Oed e 1--D [1n 2--iCarg 2 十 2kr)] 
e el? 2--2kni-iln 2—2kx — el? 2—2krcriCIn 2+2kx) 


= 2e * (cos In 2 +i sin In 2) 
(kb — 0,231, 42,--). 
由 于 Ln z 的 各 个 分 支 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 内 是 解析 的 ， 
因而 不 难 知道 w= z^ 的 相应 分 支 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 内 也 
是 解析 的 . 


$2.3.4 ZAAK 


怎样 定义 复 变 量 的 三 角 函 数 呢 ? 我 们 的 目的 是 寻求 一 个 复 变量 的 
解析 函数 , 当 自 变量 取 实 数值 时 同 原来 的 三 角 函 数 相 一 致 . 
回忆 欧 拉 公 式 , 它 把 三 角 函 数 与 指数 函数 联系 起 来 , 即 有 
e" = cos y +i sin y. 
HERP y 改 为 一 y, 又 可 得 
e? = cos yi sin y. 


从 这 二 式 可 以 解 出 


cos y =E Ce e), 


sin y -ic =e”), 


这 两 个 式 子 表明 :正弦 和 余弦 可 以 用 指数 函数 来 表示 . 若 将 这 两 个 等 式 
右 端的 实数 y 改 为 复数 = ,它们 仍 有 意义 .因此 就 可 以 用 它们 来 作为 复 
变量 正弦 函数 和 余弦 函数 的 定义 . 

ete" 


定义 2.8 RET 135 ARAE = 的 余弦 函数 
与 正弦 函数 , 记 做 cos z 与 sin x, 即 


cos g lc: Te), 


sin z — iC —e*). 


余弦 函数 和 正弦 函数 的 性 质 

(1) cos z 及 sin z 均 为 单 值 函数 ; 

(2) cos z 及 sin z 均 为 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ; 

(3) cos z 为 偶 函 数 ,sin z JJ Ar PRÉC; 

(4) cos(z; d z,)-—cos zicos z;-Fsin z;sin zz, 
sin(z, 士 zz ) 一 Sin zıcos z: £ cos z,sin zz; 

(5) sin! zd- cos! z— 1. 


上 述 性 质 , 利 用 余弦 函数 、 正 弦 函 数 的 定义 容易 证 得 . 例如 ， 


i(z+2x) 十 e (20 
2 

eicti2x 十 x 
2 

e” te” 


COS 2 


2 


cos(z + 2x) — € 


这 就 验 明 了 cos z 的 周期 性 . 

就 上 述 性 质 而 言 , 复 变数 三 角 函 数 与 实 变数 三 角 函 数 并 无 区 别 . 但 
要 注意 ,在 实数 域内 成 立 的 不 等 式 |sin z| 委 1 及 |cos x| 1 在 复数 域 
内 不 再 成 立 ,而且 sin z 和 cos z 都 是 无 界 的 . 例如 , 当 z—iy Hf, 


cos z = cos iy = lc Te) 
BB y 一 “而 模 |cos iy| 也 无 限 增 大 . 另外 ,cos = 及 sin z 不 总 是 非 负 的 ， 
可 能 取 任 何 复数 值 . 例如 


i 45 
sin! (— 3i) — ExI ael 
2i 


3 


e o—&? Ce og 
d ( 2i ) "t 4 
就 是 一 个 负数 . 读者 还 可 验证 cos" (1 一 让 是 一 个 虚数 . 
(6) 解析 性 
cos z,sin z 在 复 平面 上 均 为 解析 函数 ,是 (cos z) “一 一 sin z, 
(sin z) 一 cos z, 以 sin z 为 例证 明 如 下 : 
Wt z 为 复 平 面 内 的 任 一 点 , 则 


ek e e* 4 


(sin z) = ( 2i ) = E[ei—e*c D] 


— Aa iz TES em Ab. iz i 
z zie Sgen) z Ce Fie) cos z. 


这 说 明 sin z 在 复 平面 内 任 一 点 均 可 导 , 因 而 sin z 在 复 平面 内 处 处 
解析 . 
其 他 复 变 数 三 角 函 数 的 定义 如 下 : 


Sin 之 COS 之 1 i 
tan z — ，cot z = ———, sec z 一 » CSC 之 一 ——, 
COS 之 Sin 之 COS 之 Sin 之 


82.3.5 RZA A 


FL — ffi R RUE J — f |RCBCS Ic R RELA TF : 
定义 2.9 如 果 cos w=z, W] w 叫做 复 变 量 z 的 反 余 弦 函 数 , 记 为 
Arccos z, Bp 
w = Arccos z. 
将 z=cos wl C" oe) BERE 2e" ,得 
2ze" = "+1, 
或 
(e)? — 2ze'" +1 — 0. 
于 是 有 e*= 二 z 十 Vx 一 1 ,再 由 对 数 函 数 的 定义 即 得 
iw = Ln(z4- Vz — 1), 
所 以 
w —— iLn(G t V7 —1), 
由 此 可 见 , 反 余弦 函数 是 多 值 函数 . 
用 同样 方法 可 定义 反正 弦 函 数 Arcsin z AAIE UJ ER XC Arctan z, 
并 且 它 们 与 对 数 函 数 有 如 下 关系 : 
Arcsin z —— iLnliz+ /1— zi), 
itg 


Arctan z — LLn! : 
2 I= £ 


它们 均 为 多 值 的 . 


$2.3.6 OX B ER ALES I XX Bl e 


定义 2.10 sh m ce D ch me vu Fel 
2 2 

ds ina n Wir ri 

th x— Ee coth z PET 


分 别称 作 复 变量 z 的 双 曲 正弦 函数 、 双 曲 余弦 函数 、 双 曲 正 切 函 数 及 双 


曲 余 切 函数 . 
双 曲 函数 与 三 角 函 数 之 间 有 如 下 关系 : 
sh z =# isin iz,. ch z — cos iz, 
th z =— i taniz, còth z = i cot iz, 
由 这 些 关系 式 也 可 看 出 双 曲 函数 是 单 值 的 且 以 虚数 2xi 为 周期 的 周期 
函数 . sh z 为 奇 函 数 ,ch z 为 偶 函 数 , 而 且 均 在 复 平 面 内 解析 , 且 
Csh z2) = ch xz， (ch zx) = shz. 
由 于 双 曲 函数 的 周期 性 决定 了 它们 的 反 函 数 的 多 值 性 , 现 把 相应 
的 反 双 曲 函 数 分 列 如 下 : 
反 双 曲 正弦 函数 Arsh z—Ln(G 4 z^ +1), 


反 双 曲 余弦 函数 Arch z= 一 Ln(z 十 Vz 一 1)， 
反 双 曲 正切 函数 ”Arth z= Ln H, 
反 双 曲 余 切 函 数 Arcoth z— Ln tl 


解析 函数 是 复 变 函 数 的 主要 研究 对 象 . 本 章 的 重点 是 正确 理解 复 
变 函 数 的 导数 与 解析 函数 等 基本 概念 、 掌 握 判 断 复 变 函 数 可 导 与 解析 
的 方法 、 熟 悉 复 变量 初等 函数 的 定义 和 主要 性 质 , 特 别 要 注意 在 复数 范 
围 内 , 实 变 初等 函数 的 哪些 性 质 不 再 成 立 , 以 及 显现 出 哪些 在 实数 范围 
内 所 没有 的 性 质 . 

本 章 学 习 重 点 如 下 : 

l. 解析 函数 具有 很 好 的 性 质 .C-R 条 件 是 判断 函数 可 微 和 解析 的 
主要 条 件 , 函 数 fO dE TEL 万 内 可 微 , 等 价 于 函数 f(z) 在 DD 内 解析 ; 
但 f(z) 在 一 点 zo 可 微 , 却 不 等 于 f(z) 在 zo 解析 . 

2. 要 求 掌握 从 已 知 的 调和 函数 u Cr y) RAAM n EC oC ry) 9A 
组 成 解析 函数 的 方法 : Cohen dH AM Je SIR o Xu ES v 48 9T A SLATE SR 
Jk u-- ivi AZ €, 4m fU Mp VS XC] E 6$ 3:38 55 E 3p 29 dÉ Ae iR E. BUR 


部 是 实 部 的 共 斩 调 和 函数 ;随便 给 两 个 调和 函数 并 不 一 定 组 成 解析 函 
数 。 对 这 些 关 系 要 有 清晰 的 了 解 和 深刻 的 认识 . 

3. 要 清楚 地 认识 复 变量 初等 函数 其 实 是 相应 的 实 变量 初等 函数 
在 复 平面 上 的 推广 ,其 关键 所 在 是 推广 后 的 函数 所 必须 具备 的 解析 性 . 
如 畦 函数 、 指 数 函 数 、 正 余弦 函数 在 复 平面 上 解析 ; 根 式 函 数 及 对 数 函 
数 在 单 值 分 支 一 x 二 arg zx 二 x 内 连续 且 解 析 等 . 

4. 要 注意 每 一 个 函数 的 基本 特性 ,如 周期 性 及 一 些 运算 法 则 . 对 
函数 Vz 及 Lnz 的 多 值 性 , 单 值 分 支 的 取 法 ,特别 是 主 值 如 何 作为 普通 
单 值 函 数 来 运用 等 问题 ,要 有 清楚 的 认识 . 


2.1 复 变 函数 f(z)“ 在 zo 处 可 导 ” 与 “在 zo 处 解析 ”有 什么 不 同 ? 

2.2 能 否 说 “ 实 部 与 虚 部 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 的 复 变 函数 是 解析 函数 ”? 

2.3 若 Y% 是 9 的 共 斩 调和 函数 ,p Je I I y B HESS PROC? 

2.4 Æ Lnlzz:)=Ln z +Ln z P, %4 z2 =z =z 时 ,Ln(zizz) 能 否 写成 
Ln z??Ln z 十 Ln z 能 否 写成 2Ln z? 


2.1 用 导数 定义 , 求 下 列 函 数 的 导数 : 
a) fe-, (2) Fe) Sao 


2.2 下 列 函 数 在 何 处 可 导 ? 何 处 不 可 导 ? 何 处 解析 ? 何 处 不 解析 ? 
(1) f(z)=zxz’; (2) f(z)—z'-Fiy'; 

(3) f(z) =x —3xy' ti(Ga* y— y); 

(4) f(z)= sin xchy-- icoszshy. 

2.3 确定 下 列 函 数 的 解析 区 域 和 奇 点 ,并 求 出 导数 : 


a) D (2) eet Ce ,d 至 少 有 一 不 为 零 ). 
2.4 ”车 函数 f(z) 在 区 域 D. 内 解析 . 并 满足 下 列 条 件 之 一 , 试 证 : f(z) 必 为 
常数 . 


(D f(z) 在 DD 内 解析 ; (2) v=; 

(3) argf(z) 在 DD 内 为 常数 ; 

(4) au 十 bv 二 c la, bse 为 不 全 为 零 的 实 常数 ). 
2.5 设 f(z) 在 区 域 NW 试 证 : 


(253 25) fot ea 1f Is 
2.6 REA as xb RA 
9u---1/2v-.' Tog — (Sou 
ar | r 238 ar — r 930 


JF EUH 


fo = 2 (%4: w) 过 (名 i2). 


2.7 WES y, v= cT a BEAR. HB. ut iv ASTU RA. 


2.8 如 果 fO Sutiv JJ f Wr RR AWE : — u EÈ v KS HE SE RURI PR. 

2.9 由 下 列 条 件 求解 析 函 数 C2 — ut iv. 

(D u= Gc— y) Gc c Axy- y ); (2) v—-2xyd3z; 

(3) u72(r—0D y, f(00——i; 

(4) u=e Gr cos y— y sin y), f(0)=0. 

2.10 B v—e"sin y, K p 的 值 使 v 为 调和 函数 ,并 求 出 解析 函数 fz) 二 wu 十 iv. 
2.11 证 明 : 一 对 共 罗 调和 函数 的 乘积 仍 为 调和 函数 . 


2.12 WẸ f(z)= 二 wu 十 iv 是 一 解析 函数 , 试 证 : i 了 (OD 也 是 解析 函数 ; 
2.13 iX m. 


(D e-1-43i; (2) In z=, 

(3) sin z=i shl; (4) sin z 十 cos z—0. 

2.14 求 下 列 各 式 的 值 : 

(1) cos i; (2)? Ln( —34-40; (3» (1—1''5 GDUS 5. 
2.15 证 明 : 


(D) sin z—sin x ch y+i cos x sh y; 

(2) cos(zi 十 zz ) —cos zl cos z: 一 Sin zl sin z; 
(3) sin2 zd- cos? z—1,; 

(4) sin 2z—2sin z cos z; 


(5) |sin z|? ^sin? x4- sh? y; 


QD». — —— — ————— ——— 


(6) sin -— z) — cos z. 

2.16 证 明 ， 

(D ch!z—sh'z—1; (2) ch 2z— sh! z+ ch? zy 

(3) th(zt-zD —th z; (4) sh(zi 十 zx? ) 一 sh zı ch zz 十 ch zı sh zz. 
2.17 证 明 :chz HMA Archz— LnCz- /z! — 1). 

2.18 Hi T Ln zx 为 多 值 函数 ,指出 下 列 错误 : 


(1) Ln 办 一 2Ln z; (2) Ln 1=Ln =—Ln z 一 Ln z=0. 


2.19 试问 :在 复数 域 中 (as) 与 wx 一 定 相等 吗 ? 
2.20 下 列 各 命题 是 否 成 立 ? 


(De-é; (2 p(z) 二 p(z) (plz) 为 多 项 式 ); 
(3) sin z= sin z; (4) Ln z= Ln z. 
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复 变 函数 的 积分 


复 变 函数 的 积分 (简称 复 积分 ) 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工具 ， 
解析 函数 的 许多 重要 性 质 都 是 通过 复 积分 证 明 的 . 本 章 主要 介绍 柯 西 
(Cauchy) 定 理 和 柯 西 积 分 公式 . 它 是 解析 函数 的 重要 理论 基础 之 一 . 
通过 本 章 学 习 , 读 者 可 以 认识 并 掌握 解析 函数 用 积分 形式 表现 出 来 的 
种 种 特征 ,以 及 与 之 有 关 的 一 系列 重要 的 定理 和 推论 . 这 些 内 容 是 经 典 
复 变 函数 论 的 主要 组 成 部 分 . 

本 章 内 容 与 实 变量 二 元 函数 有 紧密 联系 . 特别 是 二 元 函数 的 第 二 
型 曲线 积分 的 概念 、 性 质 和 计算 方法 ,全 微分 及 积分 与 路 径 无 关 的 问 
题 ,格林 公式 等 等 . 希望 读者 能 结合 本 章 的 学 习 适 当 复 习 高 等 数学 的 有 
关 知 识 . 


| 83.1. 复 积 分 的 概念 


$3.1.1 复 积分 的 定义 与 计算 


定义 3.1 设 C 是 平面 上 一 条 光滑 的 简单 曲线 ,其 起 点 为 A, 终 点 
为 B( 图 3.1). 函数 f(z)= 二 u(x,y) 二 iv(z,y) 
在 C 上 有 定义 . 把 曲线 C 任意 分 成 4 个 小 统 ” 
B. 设 分 点 为 Am mom ，…,z,_1,z, 二 B, 其 中 
z,—3x,--iy (k—0,.1.2, sn), YE EA LER 
aa E FERA A 6, & Hip EAR 


n 


> FG I Az (3.19 9 


k=1 


其 中 AZ, = z,— Ze- 7 Ax, Fi ys. E 3.1 


B A= max | Az [424 A0 时 ,如 果 和 式 的 极限 存在 , 且 此 极限 值 


不 依赖 于 & 的 选择 ,也 不 依赖 对 C 的 分 法 ,那么 就 称 此 极限 值 为 f(z) 
沿 曲 线 C 自 A 到 B 的 复 积分 , 记 作 


[ Fdz = lim 23 D Aza. (3.2) 
沿 C 负 方向 ( 即 由 B 到 A) 的 积分 则 记 作 | fdz: 当 C os Pt 
线 ,那么 此 闭 曲线 的 积分 就 记 作 中 f Code CC 的 正 向 为 逆 时 针 方 向 ). 


定理 3.1 dE f(z)= 二 u(x,y) 十 iv(x,y) 在 光滑 曲线 C 上 连续 , 则 
复 积分 | fdz 存在 ,而 且 可 以 表示 为 


| füpds =| «Gr dz i-o gd 
c 


EM (3. 3) 
证 将 (3.1) 式 的 实 、 虚 部 分 开 , 得 


D, fF) An — ulem) Hiep) ]CAa, diy? 
k=l kl 
== S DuC sp) Az — v(& sm) Ay] + 
t=!1 


ETÀ o) ALe d ub m Ay. 
k=1 
由 于 fGOdfE C 上 连续 ,从 而 xz 在 C 上 连续 , 当 X 一 0 时 ,有 
max | Az; | —0 X max | Ay, |-0. 于 是 上 式 右 端 极限 存在 , 且 有 
| f(z)dz = | udz — vdy+ i| vdx + udy. 
c c c 


Bl C3. 3) 式 成 立 . 
(3. 3) 式 说 明了 两 个 问题 : 


D 当 fC) 是 连续 函数 而 C 是 光滑 曲线 时 ,积分 | f(z)dz 一 定 
存在 . 


(2) | f GO dz 可 以 通过 两 个 二 元 实 变 函 数 的 线 积分 来 计算 . 


利用 (3. 3) 式 还 可 把 复 积分 化 为 普通 的 定 积分 , 设 曲线 C 的 参数 


方程 为 
z(t) = r(D)-iy(G) (axttse b, 


将 它 代入 (3. 3) 式 右 端 得 
| Sdz 


=| [ez i2 0) — vti(D 90) G) ]di - 
i[ vew aida! QU raa aos CO ]dt 
- ['tuczco c» Triv(xG) ,y(t)) ]Lx' CO 十 iy CO ]dt 
-[ Fer Dat, (3.4) 


83.1 计算 E 其 中 CON 3.24 » 


COD 从 点 1 到 i 的 直线 段 C; ; i 

(2) 从 点 1 到 0 的 直线 段 C; ,再 从 点 0 到 点 c 
i 的 直线 段 C, 所 连结 成 的 折线 段 C=Cs 十 C;.。 Ô 

解 (D C=C :z(t)=1—t+it OKt<1), o 
依照 (3. 4) 式 有 


1 
|zaz=| (152-39 Cod 8: ide 
C 0 


1 1 
= | 2r- Ddr +i dz = j, 
0 0 
(2) C; * z; (0 —1—5260& S1, C, tz, CO —it COSCH DD ;依照 
(3.4) 式 有 


| zaz=| zdz+ Í zd 
C "e G 


T 1 
= 一 | (1 一 5d 二 | tdt = 0. 
0 0 


5 OO —— mo 


ik 参看 3 3. 1.2 中 复 积分 的 基本 性 质 (4). 
例 3.2 计算 中 一 全- ,其 中 为 任意 整数 ,C 为 以 zs 为 中 


心 ,r 为 半径 的 圆周 . 
解 C 的 参数 方程 为 
z=% +r, 0 去 0 过)27， 
由 (3.4) 式 得 
d de P áre? ap — E ê DOA 
€ 0 


(z 一 zo)” o n'e’ pr 


. 2n : 2x 
=f ct Daie3- f sin /n«- DA 
0 0 


pi 
-A 2ni; n=l, 
d n: nz 1. 
此 例 的 结果 很 重要 ,以 后 经 常 要 用 到 . 以 上 结果 与 积分 路 径 圆周 的 中 心 
和 半径 无 关 , 应 记 住 这 一 特点 . 


53.3 “计算 E 其 中 C 为 从 原点 到 点 3+4 HARR. 


E ”此 直线 方程 可 写作 
u= 3t, ye 4té0mtmnl| ii 
TE C 上 ,xz 一 (3 十 4i) 上 ，dz 一 (3 十 4i)dt, 于 是 


1 1 
| zd | (3 - A? tdr — (3 api sg IG HDS, 
0 0 


| zdz= | e+ iso E ido 
一 | zdz— ydy i| ydx + zdy. 
6. E 
易 验 证 ,右边 两 个 线 积分 都 与 路 线 C 无 关 ,所 以 [ede 的 值 ,不 论 是 对 
怎样 的 连接 原点 到 3 十 4i HAR BEF GHD. 


$3.1.2 复 积 分 的 基本 性 质 


由 (3. 3) 式 知道 , 复 积分 的 实 部 和 虚 部 都 是 曲线 积分 ,因此 ,曲线 积 
分 的 一 些 基 本 性 质 对 复 积分 也 成 立 . 


e» | Arcodz = k| fde, 其 中 & 为 复 常数 ; 

(2) | Sdz --|. i 

cul [ fie) 4: gCo) de = fcode s | rdi 
6 C c 


wf fdz =| fcode | fM; 
C C, €, 
Et C= G +C; 
(8) IEC <f EES (3.5) 


(3. 5) 式 右 端 是 实 连续 函数 | f(z)| 沿 曲线 C 的 第 一 型 曲线 积分 . 
性 质 (1) 一 (4) 的 证 明 很 容易 ,只 要 利用 复 积 分 定义 ,或 者 把 曲线 积 
分 的 有 关 性 质 移 过 来 就 可 以 了 . 下 面 证 明 性 质 (5) ,事实 上 ,由 于 
PEAME » | fo ll Az Ix » | £662 | As; 


其 中 ,As EDME GRK, Az l = VA 十 A s ,将 此 不 等 式 两 


边 取 极 限 得 (3. 50 3X. EX I | dz] = | de-Fidy| = V (dx) 4- Cd? — ds. 
此 (3. 5) 式 也 可 写成 


| faz <f EA I| del. 
特别 地 , 若 在 C 上 有 | f(z) | 二 M,C 的 长 记 为 工 . 则 (3. 5) 式 成 为 
|J. reos 
(3. 5) 式 与 (3. 6) 式 以 后 常用 作 积 分 估计 . 
例 3.4 WE C 为 从 原点 到 点 3Hi 的 直线 段 , 试 求 积分 | dz 
绝对 值 的 一 个 上 界 . 


< ML. (3.6) 


解 C 的 方程 为 一 (3 十 4D)10O<i 二 1. 由 估 值 不 等 式 (3.6) 和 


ji 1 
f. E «p.125 


ds 


而 | ds 二 5; 所 以 
T jn 


例 3.5 WHE: limf dz 0, 


证 不 妨 设 r<1, 我 们 用 估 值 不 等 式 (3. 6) 式 估计 积分 的 模 ,因为 
{Ell 


| dz |< 1 ar 


laet 1z ETA eaf T dt 
PES r0 时 极限 为 0， rS e KW. 


limf fn DEB dz 一 


| $3.2 柯 西 积分 定理 


从 上 一 节 所 举 的 例子 看 来 , 复 积 分 之 值 ,有 时 与 积分 路 线 有 关 ( 如 
例 3.1), 而 有 时 又 与 积分 路 线 无 关 ( 如 例 3. 3). 因此 产生 一 个 重要 问 
题 : 函数 在 什么 条 件 下 积分 值 与 路 线 无 关 呢 ? 

既然 复 变 函数 积分 可 以 转化 为 实 函 数 线 积分 ,因此 解决 复 函 数 积 
分 与 路 线 无 关 的 问题 ,自然 要 归结 为 线 积 分 与 路 线 无 关 的 问题 。 而 线 


积分 与 路 线 无 关 的 条 件 与 线 积分 沿 任 一 简单 闭 曲线 的 值 都 为 0 的 条 件 
相同 . 于 是 研究 复 积 分 与 路 线 无 关 的 条 件 可 以 归结 为 研究 沿 任 一 简单 
闭 曲线 积分 为 0 的 条 件 . 法 国 数学 家 柯 西 (Cauchy) 于 1825 年 解决 了 
这 个 问题 ,人 们 称 之 为 柯 西 积 分 定理 , 它 是 复 变 解析 理论 的 基石 . 

定理 3. 2( 柯 西 积分 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 单 连通 域 D 内 解析 , 则 
FOE D 内 沿 任意 一 条 简单 闭 曲 线 C 的 积分 


| pod q. 
€ 


证 因 f(z) 在 D 内 解析 , 故 f(z) 存 在 . 下面 在 f(x) 连续 的 假 
设 下 证 明定 理 结论 (完全 的 证 明 较 难 , 从 略 ), 因 与 v 的 一 阶 偏 导数 存 
在 且 连 续 . 故 应 用 Green 公式 得 


| fcode- | udz — vdy + i| ady todz 
(> C 


9 
--[( 2 arti 24 — 3: )dxdp, 
G 


其 中 ,G 为 简单 闭 曲 线 C NEM BT FORY. C-R 方程 成 立 , 因 
此 
[Fd = 0; 

证 毕 . 

显然 用 Green 公式 来 证 明 是 很 简便 的 ,但 必须 加 上 “了 f(z) 连续 ”这 
条 件 . 不 过 对 于 证 明定 理 的 真实 性 来 说 ,这 条 件 是 不 必要 的 . 因为 以 后 
将 证 明 , 只 要 f 解析 ，f 必 连 续 , 即 了 的 连续 性 已 包含 在 解析 的 假设 
中 . 法国 数学 家 E. Goursat( 古 萨 ) 对 柯 西 积分 定理 的 证 明 中 ,不 需要 设 
了 连续 ,但 比较 复杂 ,和 大 们 这 时 称 柯 西 积分 定理 为 柯 西 一 古 萨 定理 . 

[ 注 可 以 证 明 , 如 果 C 是 区 域 D 的 边界 , f(z) 在 DD 内 解析 ,在 闭 
Kik D 上 连续 ,那么 定理 依然 成 立 . ] 

有 了 柯 西 积分 定理 ,本 节 开 始 所 提出 的 问题 便 可 以 回答 了 . BD 

定理 3.3 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,zo 与 2 为 DD 内 
任意 两 点 ,Ci 与 Co 为 连结 zo 与 zi 的 积分 路 线 ,C1,C 都 含 于 了 
(图 3.3), 则 


| fd = | f(z)dz, y 
€ C, 


即 当 fM D 的 解析 函数 时 积分 与 路 线 无 关 , 而 
仅 由 积分 路 线 的 起 点 zo 与 终点 zi 来 确定 . 
证 依 柯 西 积分 定理 


| fdz- | f(z)dz = 中 | f(z)dz=0, ọ 
i5 C, C46, 
所 以 定理 3.3 成 立 . 

例 3.6 计算 积分 | sa zdz, 其 中 CER 


周 |z 一 1| 王 1 的 上 半 周 , 走向 从 0 到 2. 
E B sinz 是 全 平面 上 的 解析 函数 ,由 柯 西 积分 定理 , 它 的 积分 
与 路 线 无 关 , 于 是 可 以 换 一 条 路 线 . 例如 , 取 Ci 为 沿 实 轴 从 0 到 2. 这 


样 便 有 
| sin zdz=| sin zdz 
一 [sin zdz = 1-— cos 2 
下 面 把 柯 西 积分 定理 推广 到 多 连通 
区 域 . i 


定理 3.4 iE C, 5 C, 是 两 条 简单 闭 曲 
线 ,C; 在 C, 的 内 部 . f(z) 在 Ci 与 C, 所 围 
的 二 连 域 D 内 解析 ,而 在 D==D 十 Ci 十 Cz 
上 连续 (图 3.4), 则 


$ f(z)dz 一 中 Kode (3. 
[5 C; 


证 在 DD 内 作 简单 光滑 弧 AB 和 CD, 连 ui 
AC LC, CIEL 3.4), 将 了 分 成 两 个 单 连通 区 域 D, M D. Di 以 
ABGCDHA 为 边界 , 记 作 Li; D; 以 AEDCPBA 为 边界 , 记 作 工 ;. 根据 
定理 的 条 件 , f(z) 在 D, MD, 上 连续 ,而 在 D, Do 内 解析 ,由 定理 
3.2, 得 


d f(z)dz = 0, d f(z)dz = 0; 
L, Ly 
XAF 
l; Jadz 十 | - f(z)dz =0; 
AB BA 


in f code |a f(z)dz = 0, 
CD DC 
于 是 有 
d fide f(z)dz = 0, 
C C; 


即 (3.7) 式 成 立 . 
(3.7) 式 说 明 , 在 区 域内 的 一 个 解析 函数 沿 闭 曲 线 的 积分 ,不 因 闭 


推论 (复合 闭路 定理 ) WE C 为 多 
连通 域 D 内 的 一 条 简单 闭 曲 线 ， 
C1,Cs，…,C, 是 在 C 内 部 的 简单 闭 曲 
线 ,它们 互 不 包含 也 互 不 相交 ,并 且 以 
C.C, ,Cz，…,C, 为 边界 的 区 域 全 含 于 DD 图 3.5 
(图 3.5). WR OE D 内 解析 , 则 有 


$ fde = > 中 f Gods, (3.8) 
其 中 C 及 Cx 均 取 正方 向 ; 
$ f(dz = 0. 


iH DX C 及 Ci (k= 二 1,2,…,n) 所 组 成 的 复合 闭路 (其 方向 是 :C 
按 逆 时 针 进 行 ,Ci 按 顺 时 针 进 行 ). 


例 3.7 计算 中 ldr, 其 中 CC 为 包含 0 与 1 的 简单 闭 曲 线 . 


2z— 


2:1] 
z!—rz 


解 设 C 与 Cs 是 C 内 互 不 相交 也 互 不 包含 的 圆周 . 函数 
有 两 个 奇 点 : 


£01 
C 只 包围 z—0,C, 只 包围 e aie d 
(图 3. 60. 则 由 (3. 8) 式 得 


2 经 二 1dz = 中 至 二 :dz 十 中 2g — ld. 
x G 


c 2 一 z eie 一 多 z —z 
1 dz 
= 一 dz + 十 
C z te 


EE dz 
C, z aae 
= 2xi 十 0 十 0 十 2xi = 4mi. 


柯 西 积分 定理 实际 已 经 给 出 了 积分 与 路 线 无 关 的 充分 条 件 . 这 就 
是 说 ,如 果 f(z) 在 单 连通 区 域 D. 内 解析 , 则 沿 区 域 D 内 的 简单 曲线 C 


的 积分 

f r«oat 
只 与 C 的 起 点 zx。 和 终点 = 有 关 , 而 与 C 的 路 径 无 关 , 对 于 这 种 积分 ,我 
们 已 约定 写成 


f fdg, 
并 把 zo 和 z 分 别称 为 积分 的 下 限 和 上 限 . 
"CERE es 固定 而 上 限 = 在 D 内 变动 时 , 则 由 积分 | feodo x 
了 上 限 < 的 一 个 函数 , 且 该 函数 为 D 内 的 单 值 函 数 , 记 为 F(z), 即 
FG) =f fKodt. 


由 上 式 给 出 的 函数 F(z) 具有 以 下 重要 性 质 : 
定理 3.5 如果 f(z) 是 单 连通 区 域 D. 内 的 解析 函数 ,那么 ,由 变 
上 限 的 积分 所 确定 的 函数 


Fe =| flOde 
也 是 D 内 的 解析 函数 ,而 且 F(x) 二 f). 
证 在 DD 内 再 任 取 一 点 < 十 Az( 图 3.7). 利 用 | f(5)dt 与 路 线 天 


关 , 则 有 
F (z--Az)— FG) 


= K sag- f fdt 


= [fas, 
其 中 ,积分 路 线 假定 是 从 = 到 z 十 Az 的 直线 段 ， 
所 以 
Fiet Ar) = Fie) 图 3.7 
Ae BO df Ge) 
i 1 z-AT a» 
TW. L£GOD f(z) ]dt. 


INA. FOE D Vie. Br LUST FE EIS EI e 0. f£ TE 0720, 24 
15 一 z| 过 6 时 ,就 有 | O F «e BEL 24 | Az] o BUR 


Fizet AJD SRE) l. ius *3 
ru f) ST | Ka [nS | 入 z 寺 二 站 


于 是 F(z)= f(z). 

由 于 点 z 在 D 内 的 任意 性 ,F(z) 在 D 内 处 处 存在 导数 f(z) ,所 以 
F(z) 在 DD 内 解析 .证 毕 . 

基于 定理 3. 5 ,我 们 引入 原 函 数 的 概念 . 

定义 3.2 设 在 单 连通 区 域 D 内 ,函数 F(z) 恒 满足 条 件 下 GO — 
f), WR Fo E f(z) 的 原 函 数 . 

容易 证 明 , 若 G(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 对 任意 常数 C, 
G(z) 十 C 都 是 f£ CO BIS D PROC m f(z) 的 任 一 原 函 数 必 可 表示 为 G(z) 
十 C, 其 中 C 是 某 一 常数 . 利用 这 个 关系 ,我 们 可 以 推 得 与 牛顿 一 莱 布 
尼 蒋 (Newton-Leibniz) 公 式 类 似 的 解析 函数 的 积分 计算 公式 . 

定理 3.6 设 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,G(z) 为 f(z) 的 一 个 
原 函 数 , 则 


r fide - ci - 559 (3.9) 
其 中 zo ,zi 为 D 内 的 点 . 


证 ”从 定理 3. 5 知道 F(z) 一 il f(z)dz 是 f GO 的 一 个 原 函数 . 


MEGLE f(z) 的 一 个 原 函 数 . 故 存在 一 常数 C 使 F(z) 二 G(z) 十 C， 
即 


f Fade 9660 aC. 
但 当 z=z, 时 , 左 端 为 0, 故 G(zo) 十 C= 二 0, 即 C= 一 G(zo). 从 而 
[ JOnds s SO) mte D. 
证 毕 . 
有 了 (3. 9) 式 ,计算 复 积 分 就 方便 了 . 高 等 数学 中 求 不 定 积分 的 一 
套 方法 可 以 移植 过 来 . 


pl 3.8 计算 [asia = 01,2755 a,b 均 为 有 限 复 数 . 
解 ”z"(n 二 0,1,2,…) 在 复 平面 内 处 处 解析 . 所 以 


e " TEN! FEN! 
E dé . onc 
例 3.9 计算 | ma 十 z)dz, 其 中 C 是 从 一 i 到 i 的 直线 段 . 


8E ”因为 ljn(1 十 z) 是 在 全 平面 除去 负 实 轴 上 一 段 x 二 一 1 的 区 域 
D 内 为 ( 单 值 ) 解 析 , 又 因为 所 考虑 的 区 域 D. 是 单 连通 的 , 故 定理 3.6 
适用 ,所 以 在 D 内 有 


| EEE 5 dinti T) 
C 


n+l (pr —a y. 


i i A 

P Like 
E e Near: 1 

= ilh +) Fina - D | (1-1)d 


= ilad +i) + iln — i) — [z — InC1 + 2) ]*, 

= iln +i) + iln — D — 2i + Ind +i) — In(1— i) 
EN ES X 

= ( 2 十 ln 2 十 2 Ji- 


| $3.3 柯 西 积 分 公式 


设 fO EAR C: | z— z| =p, (0 过 p, 去 十 ce ) 为 边界 的 闭 圆 盘 上 
解析 . 由 柯 西 定理 ，f(z) 沿 C 的 积分 为 零 . 考虑 积分 


由 于 被 积 函数 在 C 上 连续 ,积分 T DARTE ARLE t eA 


上 不 是 解析 的 ,I 的 值 不 一 定 为 零 . 例如 ,由 例 3. 2, 在 f(z) 夺 1 时 ， 
I=2xi. 

现 考虑 f(z) 为 解析 函数 情况 . 作 以 zo 为 心 ,以 pC0 二 p 二 p,) 为 半 
径 的 圆 C,. 由 定理 3.4 AU. 


中 Oa FG. au 


上 式 对 满足 0 oo, 的 任何 o RL. 由 此 可 见 ,I 的 值 只 与 fE zo 
点 邻近 的 值 有 关 . 我 们 有 如 下 定理 . 

定理 3.7 Wk jz) 在 简单 闭 曲线 C. 所 围 成 的 区 域 D 内 解析 ,在 
D—DUC 上 连续 ,zs 是 DD 内 任 一 点 , 则 


fé) a Eod enar 


2xi Jc z— zo 


(3. 10) 


证 F= L -在 D 内 除 点 = 一 z 外 均 


解析 . 现 以 点 zo D pn p^ 0 为 半 
BRER L:|z—z | =p, fii L 及 其 内 部 均 含 于 DD 
内 (图 3.8). 在 C 与 L 所 围 的 区 域 上 应 用 定理 
3.4, 得 


[ 2 -[ fea. 


E m— Es E Z= X, 
因 f(z) 在 zo 处 连续 , 则 对 任意 给 定 的 图 3.8 
€20, 存在 0720, f 24 | z—2,| — o0 ht, RE Lf — fl) | xe. 


由 此 
Í f) dz= | F) — fG + fo) 4, 


L £— £e £— £5 


fic Fo) jz. 


-raj 


zZ 一 0 
而 
fe. Sc 二 dz = 2xi fs). 
fœ) — fn) = fana. | S 2np = mt, 
L 之 一 Zo p 
故 


| TO ieai nle 


到 一 0 


即 (3. 10) 式 成 立 . 

ARG. 10) 称 为 柯 西 积分 公式 . 这 个 公式 说 明 : 如 果 一 个 函数 在 简 
单 闭 曲线 C 的 内 部 解析 ,在 C 上 连续 , 则 函数 在 C 内 部 的 值 完 全 可 由 
C 上 的 值 而 定 . 它 不 仅 提 供 了 计算 某 些 复 变 函数 沿 简单 闭 曲 线 积分 的 
一 种 方法 ,而 且 可 以 帮助 我 们 研究 解析 函数 的 许多 重要 性 质 . 

推论 1( 平 均值 公式 ) 设 帮 zz) 在 |z 一 加 | 去 尺 内 解析 ,在 |z 一 | 一 R 
上 连续 , 则 


2x 
fü zl f Ga + Re?)dó. 
0 


推论 2 设 f(z) 在 由 简单 闭 曲 线 C. ,C: 所 围 成 的 二 连 域 D 内 解 
析 , 并 在 Ci C: 上 连续 ， C; 在 C, 的 内 部 ,xz。 为 DD 内 一 点 , 则 
fie ied d. L. as 


我 们 可 以 把 zo 作 变 数 看 待 ， (3. 10) 式 写成 如 下 形式 ， 
f(z) = 去 | at, 


HP z ÆC 的 内 部 . 
例 3.10 求 下 列 积分 的 值 : 


f sin zdz; 
Iz| 22 z 


f 由 (3.10) 式 得 


ta 
(2) $ TETS TT T 


w$ sin za, = 2xi sin z zl. 
lz|=2 e z=0 
F3 
z p 9— z v 
(n $, TEST $ me ear 
x ze 
Hyg pe 


由 平均 值 公式 还 可 推出 解析 函数 的 一 个 重要 性 质 . 即 解析 函数 的 
最 大 模 原理 . 

解析 函数 的 最 大 模 原理 ,是 解析 函数 的 一 个 非常 重要 的 原理 . 它 说 
明了 一 个 解析 函数 的 模 ,在 区 域内 部 的 任何 一 点 都 达 不 到 最 大 值 ,除非 
这 个 函数 恒 等 于 常数 . 

定理 3. 8( 最 大 模 原理 ) 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,又 f(z) 不 

是 常数 , 则 在 D 内 | f(z)| 没 有 最 大 值 . 

证 记 max| f) =M. 若 M= 十 ce, 则 定理 结论 成 立 . 现 设 
M< 十 co ,用 反 证 法 . 若 卫 内 有 一 点 zo 使 | f(zo)| 二 M, 则 由 推论 1( 平 
均值 公式 ) ,只 要 圆 盘 |z 一 zo | 二 R EFD, RRELA 


2r 
fl = 去 | fGs --re*)dà (0 r « R). 
0 


FE 
1 2r " 
M=] fG |< Ef" 1 fes o reo | ao n. 
TJo 
由 此 推出 
2x 
E [Cd ma 十 re | d9 — M. 


可 以 证 明 , 在 |z 一 zo | 二 R WI fGO|2M. 因为 , 若 不 然 , 就 有 一 点 z = 二 
zo 十 Ye” (0 二 r 二 R) 使 | f(z')| 二 M, 故 存在 e 之 0 使 | f(z )| 二 M 一 e. 
由 于 | f(z) | 在 |z 一 zo | 二 R 内 为 连续 , 故 在 圆周 | 一 zo | 二 r+ 上 连续 . 于 


是 存在 $ 盖 0, 使 当 |0 一 0 | 过 6 时 . 
|] f(z ore?) |—| f(zo tr ee) ee s 


从 而 有 
| f(zo o r'e?) | M-— s. 
因此 有 下 面 的 估计 
2x 
| Fæ IKES" | fe trey 1 do 
2rJo 
1 0 +6 TT 
E | fio 4- re?) | db 十 
TJ 0 一 5 
z | f, -- re) | dà 
Ty [0,2x]—[0 '—8,8 '-8] 
<(M- $) +m <M. 
2 /r n 


但 这 与 | fo) —M 相 了 矛盾 ! 所 以 | fOD | 2M fE|Iz—z)1—R 内 成 
立 .再 由 f(z) 在 D 内 为 解析 ,就 可 知道 ( 例 2. 50 YE | x — z| <R 内 
f(z) 恒 为 一 常数 ,此 常数 的 模 为 M. 

以 上 证 明了 , 若 D 内 有 一 点 之 0 使 | fic) | = M, N) R 3 [o] zx 
|z 一 zo1 二 R & T D.1£lz—z,|-—R 内 f(z) 便 恒 等 于 一 个 模 为 M 的 常 
数 . 记 f(z) 三 Me”. 现在 利用 这 个 结果 来 证 明 , 在 整个 D 内 f(z) 恒 等 
于 常数 . 

iE z'Jé D 内 任意 一 点 . 由 DD 的 连通 性 ,在 D 内 有 一 折线 1 连接 > 
fl z' (图 3.9). 记 1 与 D 的 边界 的 距离 为 d. 在 1 上 从 xz。 到 z* 依次 插 
AA HE zum nmm z^ ,使 |z4 一 ziti | 二 d(k 二 0,1,…,n 一 1), 则 每 个 . 
圆 盘 |z 一 z | 二 4d 一定 伟 于 DD 内 ,上 且 包含 着 点 zm (k= 二 0,1,…,n 一 1). 
根据 上 述 证 明 的 结果 ,在 |z 一 zo | 二 4d A, f(z) 三 Me* ,而 zi 在 此 圆 盘 
内 , 故 fD = Me. BEA | fGz 0 | 2M 出 发 ,用 上 述 证 明 的 结果 知 在 
|z 一 zi | 二 4 内 , f(z) 三 Mer* ,而 zz 在 此 圆 盘 内 , 故 f(x) — Me*. 经 过 
n 一 1 步 ,就 可 证 明 f(z'0—Me*^. HIT z^ 的 任意 性 , 知 在 D 内 f(z) 二 
Me". 但 这 与 原来 给 定 f(z) 不 为 常数 的 条 件 相 予 盾 , 故 | f(z)| 在 DD 内 


E 


Ja 


没有 最 大 值 . 

推论 1 在 区 域 D 内 解析 的 函数 , 若 其 模 在 D 的 内 点 达到 最 大 
值 , 则 此 函数 必 恒 为 常数 . 

推论 2 车 f(z) 在 有 界 区 域 D 内 解析 ,在 D 上 连续 , 则 | fl 
必 在 DD 的 边界 上 达到 最 大 模 . 

证 若 f(z) 在 D 内 为 常数 ,推论 显然 正确 . 若 f(z) 在 D 内 不 恒 
为 常数 ,由 连续 函数 性 质 及 本 定理 立即 得 证 . 

最 大 模 原 理 不 仅 是 复 变 函数 论 一 个 很 重要 的 原理 ,而 且 在 实际 上 
也 是 很 有 用 的 原理 , 它 在 流体 力学 上 反映 了 平面 稳定 流动 在 无 源 无 旋 
的 区 域 ( 参 看 8$7.1 节 ) 内 流速 的 最 大 值 不 能 在 区 域内 达到 ,而 只 能 在 
边界 上 达到 ,除非 它 是 等 速 流动 . 

例 3.11 设 函 数 f(z) 在 全 平面 为 解析 ,又 对 任意 + 二 0, 令 
M(r) 一 max| f(z)|. 求 证 :M(r) 是 7 的 单调 上 升 函 数 . 

证 因为 对 于 任意 的 r 二 0,， QEZ Sr 上 为 解析 ,所 以 由 最 大 
模 原 理 及 其 推论 2 知 | f(z) | 在 |z| 三 r+ 上 的 最 大 值 必 在 |z| = 二 rx 上 取得 . 
就 是 说 ， 

M(r) = max | £x» |= max Lf [5 
因此 , 当 ni<rs ,有 
M(r ) = max | fe» |x max | f(z) |2. MG»). 


即 MÆ ~ 的 单调 上 升 函 数 . 


| $3.4 解析 函数 的 高 阶 导 数 


在 实 函 数 中 ,一 阶 导 数 的 存在 ,并 不 能 保证 高 阶 导 数 的 存在 . 而 复 
变 函 数 只 要 在 某 区 域内 可 导 便 有 特别 好 的 性 质 :解析 函数 的 导数 仍然 
是 解析 的 . 即 解析 函数 的 任意 阶 导数 都 存在 .下面 先 考察 解析 函数 的 导 
数 公式 的 可 能 形式 ,然后 再 加 以 证 明 . 


从 柯 西 积分 公式 
RE A fip 
fs Zvi $, ET 


出 发 ,假设 求 导 运 算 和 积分 运算 可 以 交换 , 则 f(z) 的 一 阶 导数 f(z) 
的 可 能 形式 是 


d (OD dr 一 SV dr 
g= = Eoin a o pp 


对 上 式 作 同样 的 运算 , 则 得 Piae cix 


7 = Pim J£ 
fu e zz. addi d 2$. i-i 


依次 类 推 ,n 阶 导数 f'”(z) 的 可 能 形式 是 
ETE 


e Lars 
这 是 在 求 导 与 积分 这 两 种 运算 允许 交换 的 条 件 下 推出 的 ,要 证 明 
这 两 种 运算 的 交换 性 却 比较 困难 . 下 面 我 们 从 另 一 个 角度 直接 引用 导 
数 定 义 来 推 证 上 述 n FRAR. 
定理 3.9 设 函 数 f(z) 在 简单 闭 曲 线 C 所 围 成 的 区 域 D 内 解析 ， 
而 在 D—DUC 上 连续 , 则 f(z) 的 各 阶 导 函数 均 在 D 内 解析 ,对 DD 内 


任 一 点 z, 有 
a Bl ds ED... - T 
f?()- 7 L9. Œ Dd (n= 1,2,*-). «3. 11) 


证 AZE n=l 的 情形 . 根据 柯 西 积 分 公式 有 
f(z Az)— f(z) 
Az 


= 
因此 


a . l f 
Az 2ni Jc Qy E 


azg (Dd 

m (I—:2'0$—£—AÀ5 

对 上 式 右 端的 积分 值 , 作 如 下 的 估计 . P FID EC 
上 连续 ,可 设 M 是 | OIE C 上 的 最 大 值 , 又 设 9 
为 点 z 到 C bügiABEI.TJÉM CYEC 上 时 ,有 


|£—2128. JR LA] D CIR 3.10); 则 有 : 
| £—2—8s l2] £—€]—] Az] 
à 
LE 图 3.10 
由 (3. 6) 式 得 i 
(Dd M, 2ML 
$, (t—£-A00-2 E da; att 


其 中 工 表示 C 的 长 度 , 于 是 有 


六 Ge 十 从 的 一 “下 Gy 1j fdg | -一 
Az 2xi c Ga)" 


s e ZR a 
由 此 可 知 
f(z A f(e) 

Az 


Ws "AS 
ii :$. qq ad 


f (» = lim 
Az--0 


Bl n—1HfG. 11) 式 成 立 . 

现在 假定 当 n—EkC(RTDHBEG. 11) 式 成 立 , 再 来 推 证 当 ”一 & 十 1 时 
(3. 11) 式 也 成 立 . 为 此 将 SO COE E f(z) ,用 类 似 于 n— 1 情形 的 推 
证 方法 可 证 得 n—&--1 时 (3. 11) 式 也 成 立 . 故 由 数学 归纳 法 知 (3. 11) 
成 立 . 


(3. 11) 式 叫做 解析 函数 的 高 阶 导数 公式 . 可 从 两 方面 应 用 这 个 公 
式 : 一 方面 用 求 积 分 来 代替 求 导 数 ; 另 一 方面 则 是 用 求 导 的 方法 来 计算 
积分 , 即 


-FO ap go 
$c edt "D Ce 


从 而 为 某 些 积分 的 计算 开辟 了 新 的 途径 . 
例 3. 12 求 下 列 积分 的 值 : 


COS 之 e* 
o... ip pr un $ tn 
解 CD 函数 cosz fE| z—i| C1 上 解析 ,由 (3. 11) 式 得 


COS 之 _ 2ni " 
$ ~— dz = zy cose 


leil=1 (z — D? 


—-— mi cosi — wis +e). 


(2) 函数 在 |z| 王 4 内 有 两 个 奇 点 :z 一 0,1. 由 复合 闭路 定理 有 


e” 
Aig ap RESTE 
$ Fe A z dz + 
e/z 
$ 4 en De 


再 根据 公式 (3. 11) 有 


$. j=4 之 FTA 一 ee | 
= ni — 2xei = 2r(3 一 e)i. 
从 高 阶 导数 公式 可 以 推导 出 一 系列 重要 的 结果 . 
定理 3.10 KAŽ SOQ Elz z <R 内 解析 .又 | fl 
M (|z 一 zo | RO , 则 成 立 着 


| 


cbr tried aiii, 
证 对 于 任意 的 R: O<Ri<R;, fF COE | z— 2| LR EARI 


z=0 


s 


(n = 1,2,.…). 


故 由 高 阶 导 数 公 式 有 
n) E i 

估计 右 端 的 模 得 到 
|f? Go 26 pU | de ec SIM, 


l=, | -R, | ETT Ri 
4 R,—R 便 得 


$ cde Qd, 


ly l=R Cz — zo 


nlM 
R” 

从 柯 西 不 等 式 可 以 推出 另 一 重要 的 定理 . 

定理 3. 11( 刘 维尔 (Liouville) 定 理 ) RKA f(z) 在 全 平面 上 为 
解析 且 有 界 , 则 f(z) 为 一 常数 . 

证 设 z 是 平面 上 任意 一 点 ,对 任意 正 数 RR， fE |z z |<R 
内 为 解析 . 又 f(z) 在 全 平面 有 界 , 设 | f(z) | 三 M, 由 柯 西 不 等 式 得 到 


| f£ Go I< ¥, 


^ R 一 co, 即 得 f'()-0. 由 Z0 的 任意 性 , 知 在 全 平面 上 有 f(z) 寺 0. 
故 f(z) 为 一 常数 . 


| £? G) | 


(n = 1,25). 


KE SERE. 2. enu 


本 章 研 究 了 解析 函数 的 积分 理论 .在 引入 复 变 函数 积分 概念 与 
积分 基本 性 质 的 基础 上 ,对 解析 肖 数 积分 及 运算 性 质 等 一 系列 特 
性 进行 了 讨论 . 给 出 了 柯 西 积分 定理 ,从 而 揭示 了 区 域 与 沿 其 内 任 
一 闭 曲 线 积 分 的 联系 ,进而 得 到 柯 西 积 分 公式 ,使 得 闭 区 域 上 一 点 的 
汤 数 值 与 其 边界 上 的 积分 相 联 系 . 从 而 揭示 了 解析 函数 的 一 些 内 在 
联系 . 

从 柯 西 积分 公式 又 得 出 一 系列 推论 ,如 平均 值 公 式 、 最 大 模 原 理 
等 ,每 一 推论 都 有 独立 的 应 用 和 理论 价值 . 其 中 最 大 模 原理 就 是 复 变 函 
数论 一 个 很 重要 而 且 具 有 实用 价值 的 原理 , 它 在 流体 力学 上 反映 了 平 


面 稳 定 流 动 在 无 源 无 旋 的 区 域内 流速 的 最 大 值 不 能 在 区 域内 达到 ， 而 
只 能 在 边界 上 达到 ,除非 它 是 等 速 流动 . 

从 本 章 的 讨论 可 知 高 阶 导 数 是 柯 西 积分 公式 的 发 展 , 它 是 一 个 十 
分 重要 的 结果 . 它 证 明了 解析 函数 的 导数 仍 是 解析 函数 , 它 显 示 了 解析 
函数 的 导数 可 用 函数 本 身 的 某 种 积分 来 表达 ,这 样 就 有 可 能 从 函数 的 
积分 性 质 推 出 导数 的 积分 性 质 . 

在 对 本 章 理 论 体 系 作 系统 分 析 的 同时 ,必须 注意 与 积分 理论 密切 
结合 的 积分 计算 问题 .除了 将 复 积分 化 为 二 元 函数 的 曲线 积分 、 或 利用 
积分 曲线 的 方程 进行 实际 计算 外 ,在 绝 大 多 数 情况 下 ,都 是 应 用 某 些 定 
理 、 公 式 来 计算 复 积 分 的 . 只 有 和 弄 清楚 了 在 各 种 情况 下 : 何 时 用 单 连通 
区 域 的 柯 西 定理 ? 何 时 用 多 连通 区 域 的 柯 西 定理 ? 柯 西 积 分 公式 适用 
于 计算 怎样 的 积分 ? 高 阶 导 数 公式 又 适用 于 计算 怎样 的 积分 ? 怎样 选 
择 最 方便 的 方法 计算 可 用 多 种 方法 计算 的 积分 ? 等 等 这 些 问 题 , 我 们 
才能 真正 掌握 计算 积分 的 技能 . 


1. 复 变 函 数 积分 和 实 平面 曲线 积分 有 什么 不 同 ? 又 有 什么 联系 ? | dz 与 


| as 的 含义 和 结果 是 否 相 同 ?| | dz | 与 | ds 的 含义 和 结果 是 否 相同 (其 中 ds 是 曲 


Z C 的 弧 元 素 )? 

2. 柯 西 定理 的 条 件 和 结论 是 什么 ? 复合 闭路 定理 的 条 件 和 结论 又 是 什么 ? 
后 者 是 如 何 证 明 的 ? 

3. 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积 分 公式 有 什么 联系 ? 


3.1 计算 积分 | Tay) tilde. 积分 路 径 为 (1) 自 原点 至 1 十 i 的 直线 


段 ;(2) 自 原点 沿 实 轴 至 1, 再 由 1 铅 直 向 上 至 1 十 i; (3) 自 原点 沿 虚 轴 至 i, 再 由 i 沿 
水 平方 向 向 右 至 1 十 i 


3.2 计算 积分 中 Ede 的 值 ,其 中 C 为 (D1z|=2; CO le] —4. 


3.3 Ri. |j. 8 过 于 ,其 中 C 是 从 1 一 i 到 1 HERB. 
3.4 ”试用 观察 法 确定 下 列 积分 的 值 ,并 说 明理 由 ，C 为 |z| 1 


aie CATA $ a $ 
of Fd D$ is 0$ 


1 
wr rV 


35 求 积分 | Č de 的 值 ,其 中 C 为 由 正 向 圆周 |z| 二 2 与 负 向 圆周 |z| 一 1 


3.6 计算 中 zde, 其 中 C AMR [e] —2. 


1 
xci Haf eT 
3.8 计算 下 列 积分 值 : 


xi IHi i 
of sin zdz; (2) | ze dz; (3) (3e* + 2z) dz. 
1 0 


3.9 计算 | Las 其 中 C 为 加 周 |z 二 i| 一 2 的 右 半 周 ,走向 为 从 一 3i B T 
3.10 计算 下 列 积分 : 


2z 2z 二 3 二 11 
D$ a e$ 一 2 “xz—1 TT 
" 
id $- 1z2 一 1 w$ (z— 1)" UE EN 
; cd ode dnm ERU Tct. 
3.11 计算 1 一 中 uui GeRCEOI 13(2) Jz=2|=1; 


(3)1z 一 1|== 却 ; (4) | 二 这 
3.12 d; f(z) 是 区 域 G 内 的 非常 数 解析 函数 , 且 f(z) 在 G 内 无 零点 , 则 
f(z) 不 能 在 G 内 取 到 它 的 最 小 模 . [提示 :考虑 函数 g(z) — f ,利用 最 大 模 原 


理 . ] 
3.13 计算 下 列 积分 : 


of od cé [tw ue zdz; 
es 


6 ----------- Miti chui —— in CURE STIS 


(3) Sr de, 其 中 C:1z|=2, Cl1zl=3: 


3.14 ik f(z) 在 |z| 二 1 上 解析 , 且 在 |z|=1 上 有 | fz <z AWE: 
1f (3)1<8. 
3.15 设 f(z) 与 g(z) 在 区 域 D 内 处 处 解析 ,;,C 为 D 内 的 任何 一 条 简单 闭 曲 


线 , 它 的 内 部 全 含 于 D. 如 果 f(z)= 二 g(z) 在 C 上 所 有 的 点 处 成 立 , 试 证 :在 C 内 所 
有 的 点 处 f= gle) ERA. 


解析 函数 的 级 数 表示 


前 两 章 我 们 用 微分 和 积分 的 方法 研究 了 解析 函数 的 性 质 . 本 章 我 
们 将 用 级 数 的 方法 研究 解析 函数 的 性 质 . 首先 讨论 复数 项 级 数 ,然后 讨 
论 复 变 函数 项 级 数 , 重 点 是 讨论 寡 级 数 和 由 正 ` 负 整 次 震 项 组 成 的 洛 朗 
级 数 , 并 围绕 如 何 将 解析 函数 展开 成 寡 级 数 或 洛 朗 级 数 这 一 中 心 内 容 
进行 。 这 两 类 级 数 在 解决 各 种 实际 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 , 它 既 是 研 
究 零 点 . 奇 点 (特别 是 极点 ) 的 有 力 工 具 ; 也 是 微分 方程 中 需 级 数 解法 的 
理论 基础 . 学 习 本 章 最 好 能 结合 复习 《高 等 数学 》 的 级 数 部 分 ,用 对 比 的 
方式 进行 . 


| $4.1 复数 项 级 数 


$4.1.1 复数 序列 的 极限 


Bie) (2 一 1, 2,…) 为 一 复数 列 , 其 中 z = tra Fiy X z= 
zotiy 为 一 确定 的 复数 . 如 果 任 意 给 定 es 之 0, 存 在 自然 数 六 ,使 当 n> 
N Bf A | zn — zo | <e 成 立 , 则 称 复数 序列 {z,) 收 敛 于 复数 zo > REK 
(z,) VÀ zo 为 极限 , 记 作 

limz, 一 z 或 zz 一 zx (n— co). 
如 果 序 列 {z,} 不 收敛 , 则 称 {z,) 发 散 , 或 者 说 它 是 发 散 序 列 . 

定理 4.1 设 z 王 zo 十 iyoyz, 一 Zr 十 iy (2 一 1,2,…) , 则 limx, 一 zxo 
的 充分 必要 条 件 是 


limz, = xo,  limy, = ws. 
n--90 n--oo 


I Ag [md E—X-pLi-AS39 9I: 2 9X 
即 得 条 件 的 必要 性 . 而 由 不 等 式 
De 2 m] — m | | 


又 可 得 条 件 的 充分 性 . 
关于 两 个 实数 序列 相应 项 之 和 、 差 、. 积 ` 商 所 成 序列 的 极限 的 结果 ， 
不 难 推广 到 复数 序列 . 


$4.1.2 ”复数 项 级 数 
设 {z,) (n 二 1,2,…) 为 一 复数 序列 ,表达 式 


pi 一 zi 十 zz Fetz, tee (4. 1) 
称 为 复数 项 无 穷 级 数 . 如 果 它 的 部 分 和 序列 
S, = zy -2;-4-**4d-z, (n = 1,2,3,:*-) 
有 极限 limS, 一 S( 有 限 复数 ), 则 称 级 数 是 收敛 的 , S 称 为 级 数 的 和 ;如 
果 {S,} 没 有 极限 ,就 称 级 数 (4. 1) 为 发 散 的 . 
例 4.1 当 |z| 雪 1 时 ,判断 级 数 
1 十 zx 十 对 十 … 十 刀 十 … 


是 否 收敛 ? 
解 ” 先 作 部 分 和 
.a y E SeS a E EEN 


H Fle|<1. 9r EL lim] z|"** =0, B fü 


g n+l lia | 人 J aii in 
lm = mri e 
于 是 
H g 
rcg h 
故 
EE = lion AN 
limS, = lim 2 jz < lim(;— ja e os 


存在 . 这 就 是 说 , 当 |z| 到 1 时 ,级 数 1 十 z 十 … 十 zx" 十 … 收 敛 , 且 和 为 
1 


I= 
4 r,—Rez,y,—lm z,,zr,-—ReS,y,—Im S, 于 是 有 


A, M 53, = Ys ads 
再 由 定理 4.1 立即 得 到 下 面 的 结论 : 
定理 4.2 级 数 (4.1) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 级 数 1 m» 


都 收敛 . 

有 了 此 定理 ,就 可 将 复数 项 级 数 的 收敛 与 发 散 问题 转 化 为 实数 项 
级 数 的 收敛 与 发 散 问 题 . 因而 有 

定理 4.3 RAA. Du SC BS EAR UE e 


limz, = lim(z, + iy,) = O. 


证 BUT s. 收敛 ,由 定理 4. 2 知 nr 5 2 1» 均 收敛 .再 由 实 


数 项 级 数 > ,zx 与 >)y 收敛 的 必要 条 件 知 
k=1 k=1 
limz, = 0; limy, = 0, 


从 而 limz, 一 0. 
定理 4.4 如 果 x | ss | cC Ss, 也 收 人 
证 因为 也 sio D VAFA OUR T 
EM RE EET uu 
根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 > TS 5 lad 都 收 敏 ,从 而 > 


55 21», (AIEO. 于 是 由 定理 4.2 知 > z 是 收敛 的 


和 实数 项 级 数 类 似 , 如 果 由 级 数 z 的 各 项 取 模 作成 的 级 数 


D le | EKAR RARR D z 是 绝对 收敛 的 . 
定理 4.4 告诉 我 们 :绝对 收敛 的 级 数 本 身 一 定 是 收敛 的 . 但 反 过 
来 , 若 > =, KRED |z | 却 不 一 定 收 化 :我 们 把 > )<, 收 全 


而 T RRRS D 称 为 是 条 件 收敛 的 . 
例 4.2 判别 下 列 级 数 的 收 伊 性 ， 


人 +Š); f es ed 
x=] 


解 (1) 由 > 二 发散 ,所 以 根据 定理 4.2 S (3 LR 


oo 


发 散 , 因而 > E 是 条 件 收敛 级 数 


证 


(3) BT» : 


-5 l 是 收敛 的 正 项 级 数 ,所 以 根据 定理 4. 4 


知 级 数 >) L KI, E AE . 


| $4.2 复 变 函数 项 级 数 


84.2.1 复 变 函数 项 级 数 
WF GO) 01,272 AKR D 内 的 函数 , 则 称 
2) f.) = f+ ft “十 f(z) 十 … (4. 2) 
为 区 域 D 内 的 复 变 函 数 项 级 数 . 该 级 数 前 nn 项 
Se= r Mu Pe 
称 为 级 数 的 部 分 和 |. 

设 zo 为 区 域 D 内 的 一 点 ,如 果 limS, (zo) 二 SC(zo) 存 在 , 则 称 级 数 
(4.2) 在 zo 处 是 收敛 的 . S(zo) 就 是 它 的 和 , 即 2 Czo) = SG). 如 
果 级 数 在 D 内 处 处 收敛 ,这 时 ,级 数 (4. 2) 的 和 是 万 内 的 一 个 函数 
S(z), 即 

™ fii = S(z). 

OR UE ERN TUUM 

敛 , 且 在 该 区 域内 的 和 函数 为 -二 ,也 就 是 说 在 区 域 |z| —1 内 1 十 x 十 


好 十 … 十 十 … 收 敛 于 


€ 


RA 


级 数 和 含有 正 寡 项 、 负 寡 项 的 级 数 ,它们 与 解析 函数 有 着 密切 的 关系 . 
$4.2.2 XAR 
Rn Sca Ri 06 JH — Rb JE dn 
ÈC G— 2) 二 Co 十 Ci(z 一 2z0) 十 Cs(z 一 zo0)? 十 


PAE A Co uis (4. 3) 


的 复 函 数 项 级 数 称 为 震级 数 , 其 中 C, (n 90.1.2. 0 x 均 为 复 
常数 . 

下 面 我 们 讨论 震级 数 的 收敛 集合 . 显然 ,zo 是 级 数 (4. 3) 的 收敛 
点 . 对 于 该 宪 级 数 在 zo 外 其 他 点 是 否 收敛 的 问题 ,和 实 变 量 罕 级 数 一 
样 ,有 下 述 阿 贝尔 (Abel) 定 理 . 

定理 4.5 ”如 果 短 级 数 (4. 3) 在 点 z Gm sz Mc ORC DU] CC CA. 3) 
EAR | z zo| — | zi — zo | 内 绝对 收敛 . 

证 设 z 为 圆 域 |z 一 zo | 二 |zi 一 zo | 内 任 一 点 (图 4. 1(a)). 


3 0:05 ES £9)" 
7 一 0 


收敛 ,由 定理 4.3 
limC, Cz; — z)" = 0. 

因此 ,存在 一 个 常数 M>, H FER ENEA nA 
| C, Cz — $5)" | & M. 

于 是 


| GC c— 2)» |2l|GG; — 


Z Zo 


mälz—=zi|<lz— zo 时 , |= els 因而 级 数 


2: (M 区 


收敛 . 再 根据 正 项 级 数 比较 判别 法 , 即 知 
5 | C,(z—22)" | 


A m Eo 


收敛 . 从 而 


DG, Gag)» 

绝对 收敛 .由 于 z 在 圆 域 |z 一 zo | 二 |zi 一 zo | 内 的 任意 性 . 故 定理 得 证 . 

阿 贝 尔 定理 的 几何 意义 是 :如 果 竹 级 数 (4.3) 在 点 zi 收敛 ,那么 该 
级 数 在 以 zo 为 中 心 ,以 |zi 一 zo | 为 半径 的 圆周 内 部 的 任意 点 z 处 也 一 
定 收敛 (图 4.1(a)), 至 于 上 述 级 数 在 圆周 |z 一 z |= | z | E ICA 
部 的 收敛 性 , 除 点 zi 以 外 , 需 另 行 判 定 . 

推论 ”如 果 宕 级 数 (4. DEA z 发 散 , 则 满足 |z 一 zo | 二 |zs 一 zo| 
的 点 z, 都 使 级 数 (4. 3) 发 散 . 

证 用 反 证 法 . 设 z 为 满足 |z 一 加 | 二 | 之 一 加 | 的 任 一 点 , 若 在 > 
处 级 数 (4. 3) 收 和 敛 , 则 由 阿 贝尔 定理 知 


EM T £9)" 


收敛 . 这 与 题 设 矛盾 . 因而 满足 | z l> | 22 z | 的 点 z 均 使 级 数 
(4. 3) 发 散 . 证 毕 . 

这 个 推论 的 几何 意义 是 :如 果 宕 级 数 (4. DEA zs 发 散 ,那么 该 级 
数 在 以 zo 为 中 心 、|z; 一 zo | 为 半径 的 圆周 外 部 的 任意 点 z 处 ,必然 也 
EACE 4. 1(b)). 而 该 级 数 在 圆周 |z 一 zo | 二 |z, 一 zo| 上 或 其 内 部 的 敛 
散 性 , 则 和 需 另 行 讨论 . 

对 于 一 个 形 如 (4. 3) 的 寡 级 数 . 当 z 关 zo。 时 ,可 能 有 三 种 情况 . 


第 一 种 ”对 任意 的 zr ,级 数 忆 C(x 一 z。)" HRR. 


例如 ,级 数 
lc —2)-2'(z— m -T-:--FmO-—sz)J"J-- 
ES zÉ m. 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 故 发 散 . 


第 二 种 ”对 任意 的 =, 级 数 YC,(z o)" 均 收 全 
例如 ,级 数 
(z— 2527 


l4. Ge ET EA a EE Red 
2 n 


= m 
对 任意 固定 的 z, 从 某 个 开始 ,以 后 总 有 上 一 各 | 一 十, 于 是 从 此 以 后 


有 


e" (X) ”, 因 而 级 数 对 任意 的 = 均 收 伍 . 
第 三 种 存在 一 点 之 1 E zo» E 1C, Ga J3 wo) 收敛 (此 时 ,根据 
定理 4. 5 AD C, (e — zo)" EEA | z= z |=| z> z | 内 绝对 收敛 ) ， 


另外 又 存在 一 点 zz BEI 1C. Gn — m" RC] zz 一 zo [>] m — m |, 由 


定理 4.5 的 推论 知 它 在 圆周 | = 一 za | 二 | zz 一 zo | 的 外 部 发 散 ). 
在 这 种 情况 下 ,可 以 证 明 , 存在 一 个 有 限 正 数 R, 使 得 


C2— z)" 在 | z— z | 三 尺 内 绝对 收敛 ,在 圆周 | zx 一 zo l= RH 


外 部 发 散 . R 称 为 此 寡 级 数 的 收敛 半径 ;圆周 | x — m | 一 尺 称 为 收敛 
圆 . 对 第 一 种 情形 ,约定 R — 0; 对 第 二 种 情形 ,约定 R — ce, 并且 称 它 
们 为 收敛 半径 . 

现在 讨论 关于 大 级 数 (4. 3) 的 收敛 半径 R 的 具体 求法 . IR] SCORES 
数 类 似 ,比值 法 和 根 值 法 是 我 们 熟悉 的 两 个 有 效 的 常用 方法 (证 明 
AR. 


CD 比值 法 ， 考 ja| 全 nt 


—A WAH DC, Gc zo)" 的 收敛 半径 
R= 
(2) 根 值 法 : 设 lim TET 一 4, 则 级 数 >)C,(z 一 2" 的 收敛 半径 


A 35 2 


R= 


-|- 


M AO if, M] R=; 4 a=}, R=0. 

814,3. READ 055. D E 的 收敛 半径 ,并 讨论 它们 在 
收敛 加 上 的 剑 贡 性 

解 这 三 个 级 数 都 有 lim | 
|z| 一 1 上 的 伍 散 性 却 不 一 样 . 

De t lz = 1 上 由 于 Imz 头 0 故 在 | = |= 1 EAR 


Cai 
C, 


三 1, 故 R=1. 但 它们 在 收敛 圆 


D ZHE | e l= 1 上 处 处 绝对 收敛 ,因而 也 是 处 处 收 全 


由 此 例 可 知 ,收敛 圆 上 的 情况 是 复杂 的 ,只 能 对 具体 级 数 进行 具体 
分 析 . 


84.4 RARD) D" 的 收敛 半径 . 


& in| e| cim nni 


KAMY | = 一 1 1 一 1. 当 = 二 0 时 , 原 级 数 成 为 了 (一 1)" Lo 


交错 级 数 ,是 收敛 的 ; 当 z — 2 时 , 原 级 数 成 为 了 ) 工 ,是 调和 级 数 ,是 发 
iin. 

与 实 等 级 数 一 样 , 复 得 级 数 也 能 进行 加 、 减 、 乘 等 运算 . 设 

f(z) = py (elr ga = SS |z | 7; 


则 在 |z| 二 min(ri ,m) 内 ,两 个 震级 数 可 以 像 多 项 式 那样 进行 相 加 、 相 
减 \, 相 乘 , 所 得 的 需 级 数 的 和 函数 分 别 是 f(z) 与 g(z) 的 和 、 差 、 积 . 


特别 要 指出 的 是 , 代 换 (复合 ) 运 算 在 把 函数 展开 成 客 级 数 时 ,有 着 
广泛 应 用 . 通过 下 面 的 例题 具体 说 明 . 


例 4.5 ERR 表 成 形 如 316. —2Y m e ax 


由 例 pen 时 ,有 


r++ 


2 ze 
WT 
-nd 
exp em 
因而 有 
Ll-l-i6-nclG-rmekeee 
z 2 


c1" e z—2) 十 … 


te EË <1 内 , 即 1z 一 ?1 一 2 内 ,上 式 右 端 级 数 绝对 收 伍 , 其 和 为 二 


当 |z 一 2| 之 2 时 , 易 知 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 0. 故 级 数 发 散 . 
edi wa ieli 首先 要 把 函数 作 代 数 变形 ,将 其 写成 


Ik ' 其 中 aco 72. mie Lob e BU eco. 

复 变 短 级 数 也 同 实 变 备 级 数 一 样 ,在 它 的 收敛 圆 的 内 部 有 下 列 性 
质 (证 明 从 略 ) 

CO FRAKA f(z) 二 YC G— 0" Tec IE AERE IR 
DIT E 

DETCULTELE 7111 M = SC Cez)" 可 以 逐 
项 求 导 及 逐 项 积分 任意 次 . E 


| $4.3 泰勒 (Taylor) 级 数 


上 节 讨 论 寡 级 数 ,知道 收敛 寡 级 数 的 和 函数 一 定 是 解析 函数 . 现在 
我 们 要 问 :任何 一 个 解析 郴 数 是 否 一 定 可 以 展开 为 老 级 数 ? 

定理 4.6 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,zo 为 D 内 的 一 点 ,R 为 
zo S) D 的 边界 上 各 点 的 最 短 距离 , 则 当 |z 一 zo | 二 R 时 ， f(z) 可 展 为 
震级 数 


fG) — 916, Ga), (4. 4) 
n=0 


其 中 c=} T” e» 1 一 0,1,2,… 


证 以 z 为 中 心 ,r(r 二 R) 为 半径 作 圆 
C:|t 一 zo | 二 7, 显 然 C 及 其 内 部 包含 于 DD 
内 . 设 z 为 C 内 任意 一 点 (图 4. 2). 由 柯 西 
积分 公式 ,有 

f=} nA Dap a5) 


由 于 5 在 C 上 ,而 z 在 C 内 ,所 以 e ea, 
E— 2 E 4.2 
根据 例 4. 1, 就 有 展开 式 
J 1 cr 1 
一 CO) £ — zo 1 £5 
£— zo 
SA TATE 之 一 Xo z 2 fes Re 
p= "EAST C PIRE By TIC ] 
c eet Gm 


将 上 式 代 入 (4. 5) 式 ,并 把 它 写成 


fa = 中 [x ases Je — ot RO (4. 6) 


Ry) = 二 中 [之 | 
下 证 lim Ry (2)=0. 
由 于 f(z) 在 DD 内 解析 ,从 而 在 C 上 连续 ,因此 ,存在 一 个 正常 数 
M, 在 C 上 | fKp|IM,. XB 


z= go] | z— zo | 


aa TERY 
于 是 有 
(D e 
LRC 1& 259. | Zu eg oem m n" |1 az | 

< 二 中 S FO | [ez |" 
=p batai £— zo | tC zo Jes 

e ,Eh 
ax. lzq 


IR lim g" 一 0, 所 以 limRw(z) 一 0 在 C 内 成 立 . X. n TR e RE CUTE MAC 
敛 圆 内 可 逐 项 积分 的 性 质 和 高 阶 导数 公式 ,(4.6) 式 可 写 为 
fG) =f(zo) + f(z0)(z— z) 十 Po uL wy 十 "十 
Ee o uy 
ni 


即 定理 得 证 . 

说 明 (1) 从 上 面 的 证 明知 ,C 的 半径 可 任意 接近 于 尺 ,所 以 f(z) 
在 zo 处 的 震级 数 的 收敛 半径 至 少 等 于 从 z 到 DD 的 边界 上 各 点 的 最 短 
距离 . (4. 4) 式 称 为 SOE zo 的 泰勒 展开 式 , 其 右 端的 级 数 称 为 f(z) 
在 zo 的 泰勒 级 数 . 

(2) 应 当 指 出 ,如 果 f(z) 在 D 内 有 奇 点 , 则 使 f(z) 在 zo 的 泰勒 
展开 式 成 立 的 尺 等 于 从 zo 到 f(z) 的 距 z 最 近 一 个 奇 点 a 之 间 的 距 
离 , 即 R=|a—%|. 

(3) f(z) 在 zo 处 的 泰勒 展开 式 是 唯一 的 . 因为 假设 f(z) 在 zo 处 
有 另 一 展开 式 


f(z) =b, 十 页 (z 一 20) cb, — z)? 十 … 十 
b,(x— &)*--*-, 
M z= BER b= f Gu) ,然后 按 宕 级 数 在 收 剑 贺 内 可 逐 项 求 导 的 性 质 ， 


K EXSBDR SIS. 2n b = f QD. E Di G9) Cn 一 


0,1,2,**). 

将 定理 4. 6 同 寡 级 数 的 性 质 相 结合 ,就 得 到 一 个 重要 的 结论 :函数 
在 一 点 解析 的 充分 必要 条 件 是 它 在 这 点 的 邻 域内 可 以 展开 为 宕 级 数 : 
这 个 性 质 从 级 数 的 角度 深刻 地 反映 了 解析 函数 的 本 质 . 

因 泰 勒 展开 式 是 唯一 的 . 所 以 ,我们 可 以 用 任何 可 能 的 方法 将 解析 
函数 f(z) 在 某 个 解析 点 zo 的 邻 域内 展开 为 泰勒 级 数 .下面 我 们 举例 
说 明 . 

例 4.6 将 f(z)==e 在 z==0 处 展开 为 泰勒 级 数 . 


解 由 于 er HENSE e H elal Ac oL eO 


三 号 一 二 , 故 所 求 的 展开 式 为 


ni 
z 1 Z | z 之 
1! 2! ni 


这 个 级 数 的 收敛 圆 可 以 用 两 种 方法 来 确定 . 第 一 ,从 级 数 的 系数 , 按 求 
收敛 半径 公式 可 算得 
E — lim ; i 一 0， 


n--oo 


所 以 R= eo. 第 二 ,从 函数 的 解析 性 区 域 来 看 ,e: 在 全 平面 解析 , 故 在 
|z| 二 oo 可 展开 为 泰勒 级 数 . 由 此 ,级 数 的 收敛 圆 就 是 |z| 到 十 co. 
"gare eg eee eg 


sinz =D 1 "n FD 
z et iE el 
71 S i dERDIS DU 
| z | «eo. 


MEN dw AA 
二 < 一 


cos z= 1 tepi 


EE UU E E E ÁN 
=j L8 ebd mit eleta 


914.7. 将 f(z) 二] 二 在 x 二 0 的 邻 域 展开 . 


解 ” 由 于 f(z) 在 全 平面 除 z==1 点 外 为 解析 ,因此 f(z) 可 以 在 
|z| 二 1 内 展开 为 短 级 数 ,而 且 |z| 二 1 就 是 宕 级 数 的 收敛 圆 . 该 寡 级 数 


的 形式 应 是 2,04. 根据 例 4.1 我 们 已 知道 ， 
We 
qe 
这 个 展开 式 就 是 我 们 所 要 求 的 泰勒 展开 式 . 

(4.7) 是 一 个 很 有 用 的 公式 . 如 我 们 已 经 看 到 的 , 它 是 泰勒 定理 
(定理 4. 6) 证 明 中 关键 的 一 步 .今后 它 还 要 扮演 重要 的 角色 . 我 们 在 这 
里 先 举 两 个 例子 . 


864.8. 求 函数 SOS aE «0 的 邻 域内 的 泰勒 展开 式 . 
R 由 于 f(z) 在 全 平面 除去 z 一 i 及 < 一 一 i 以 外 为 解析 , 故 f(z) 
在 | | <1 内 可 以 展 为 震级 数 了 Cx". 当 |z=|<1 时 ,| 对 |<1, 套 用 


公式 (4. 7) 可 得 
Oo 
1-2 1—€(—2») 
(— 23)" Fe 
—]1—2z -FEz'—s5-|:-H-GOl0lzz"-.,. |z| 二 1. 


例 4.9 求 函数 f(x) 一 -二 5 在 x 一 一 1 的 邻 域内 的 泰勒 展开 式 . 


1 十 名 十 zz" = mE E bie (4. 7) 


—14 C2) +C) e 


解 ” 我 们 要 求 的 是 一 个 震级 数 TIC GT D. 因 f(z) 只 有 一 


FA xz 二 2, 其 收敛 半径 R=12 一 (一 1) | 二 3, 所 以 它 在 |z 十 1| 3 内 可 
展开 为 > 十 1 ARRS. 由 (4. 7) 式 知 


Le 1 A 1 
m—- xz1-g — 8441 


3 
1 


-人 


Baye 


=D E+D)", perles. 
n=0 


) er 


例 4.10 将 函数 fO qa SEEN z—iB N28. 


B fGORUS—TSAz-—I Hkk R-11—il 二 V2 ,所 以 


'E E |z—i| <V2 内 可 展开 为 z 一 i 的 震级 数 . 由 《4. 7) 式 及 震级 数 的 性 
质 知 


Tees i pen 
, 1 1 
Ae) zi cem 


- [p EIS (ED GH) «Ju 
DE [ 1,2 (ES --] 


|z—il«42. 
例 4. 11. 求 对 数 函 数 ln(1 十 z) 在 2 —0 处 的 泰勒 展开 式 . 
解 由 于 ln(1 十 z) 在 从 一 1 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 平面 内 是 解析 
的 ,而 一 1 是 它 的 一 个 奇 点 ,其 收敛 半径 R= | 一 1 一 0| 王 1, 所 以 它 在 
[z| 1 内 可 展开 为 z HERZ. HC. TRA | 


1 
x 


—1—e-g8—sx 49940 1Ps € x«l 


- 


在 收敛 圆 |z| 二 1 内 , 任 取 一 条 从 0 到 z 的 积分 路 径 C ,将 上 式 两 端 沿 C 
逐 项 积分 得 


Socks - 一 n — y wee — n n ... 
f I „dz == faz NE +f D'z'"dz-4---, 
BUB 
ln(z) = -y J 


Qu 


naei 
例 4.12 将 函数 ec: 展开 为 = 的 震级 数 ， 
解 ” 因 函数 6 于 有 一 个 奇 点 z 二 1, 所 以 R=|1 一 0| 二 1, 故 可 在 
|z| 过 1 内 展开 为 z HURRA G F(z) 一 em: , 求 导 得 “ 
F) = e 


(R 


Je, ZIS 


Ear TS 
(1 一 z)2” 
即 
(1 一 z)2 f'(z) — f(z) 一 0， 
将 此 微分 方程 逐次 求 导 ,得 
(1— 2)? f'(z) 4- (2 — 3) f(z) 一 0， 
(1— 2»* f"(z) + (42 — 5) f'( 2-2 f'(z) —0, 


由 于 f(0)= 二 ee, 由 上 述 微分 方程 可 求 得 
fy —e, f'(0y— 3e, f*(0) —136,--., 
从 而 有 


1 
es — e(1 2g Ee). pe 


| $ 4.4 ?& BB ( Laurent ) 级 数 


洛 朗 级 数 是 包括 正 负 次 寡 的 级 数 . 它 可 以 表示 圆 环 上 的 解析 函数 . 
它 的 性 质 大 都 是 由 震级 数 的 性 质 所 产生 . 


定理 4.7( 洛 朗 定理 )“ 设 函数 f(z) 在 圆 环 域 R, — | z— 25 | 过 Rs 内 处 
处 解析 , 则 f(z) 一 定 能 在 此 圆 环 域 中 展开 为 
f(z) = 56; (z= z)", (4. 8) 


有 一 一 co 


其 中 


b ie = 机 
二 POL (无 一 05 士 1y 十 29 


而 C 为 此 圆 环 域内 绕 x, 的 任 一 简单 闭 曲 线 . 
证 在 圆 环 域内 作 圆 :| 5 一 zo | 二 
和 卫 : :16 一 zo | 二 R, 其 中 Ri<<r<R<R;i. 设 
z 是 圆 环 域 r 二 |z 一 zo | 二 R 内 的 任 一 点 
(图 4. 3)， Nue dy 


fe = 二 9 


2xi uh f Eat 


t—z 

上 式 右 端 第 一 个 积分 ,由 于 5 在 也 E, 

A x dE Ty 的 内 部 ,所 以 有 a <1, XE 

为 | SOVET: 上 连续 ,因此 存在 一 个 正常 数 M, 使 得 | QO |] —M. 53 
EE PRIM UEBI — FE . 25 | £— 2; | RH. 

z AA FO ap SR (x— m), (4. 9) 


Cg 


图 4.3 


其 中 


et a Ad - s 
C. $, Cd (n 0,1,2, 2. 


Zri 
E 我 们 不 能 将 C, SREL Roy f(z) 在 T 的 内 部 不 一 定 
处 处 解析 . ] 
再 考虑 第 二 个 积分 一 下 中 站 和 245 pci ER T, 


WR p E zi» 
ARMES! z 1 
t—z | £ — zy ]—- Emm 
T — o 


AEn, Y ap -n 
zi does - Die cras 


所 以 
f(D 
一 让 dt 
HEEL le Pm 
"dia 205. (£— zo jen DER 
其 中 
A Res Cz 2 g-a C. 
下 证 pe 在 T, 外 部 成 立 . 令 
一 £o Moe bis iia ce 
z—z9;| [|z—z| 9， 


显然 0 过 gq 二 1, 由 于 zz 在 TI 的 外 部 ,| Fo 在 站 上 连续 ,因此 存在 一 
个 正常 数 M, 使 得 | FO | E M. 所 以 
n Jag 


1 149.1 
| Ry CO I« 3-9. PX 


£— zs | 


$ Zo 
Fa 


LSM iy a 
< 元 之 7q dod per. 
因 lim9 一 0， 故 limRw(z) 一 0. 从 而 有 


= 站 一 Pajera", (4. 10) 
其 中 
NL ET - m 
= - 1:9. (—2 9 ECCE 
综 上 所 述 ,我 们 有 


有 /———ÓM 


fi» = 2406. 6— z)" HO IC — m7 
n=1 


-Cea 1 


如 果 在 圆 环 内 取 绕 zo 的 任 一 条 简单 闭 曲线 C, 根 据 柯 西 定 理 的 推广 ， 
那么 (4. 9) 5 (4. nr 


=f vi] m ^ dt (7 一 0, 土 1, 土 2,……)， 


于 是 (4. 8) 式 成 立 . 

(4. 8) 式 称 为 函数 f(z) 在 以 z AD B3 BUE: R < | z— z | —R; 
内 的 洛 朗 展开 式 , 其 右 端 的 级 数 称 为 f(z) 在 此 圆 环 域内 的 洛 朗 级 数 . 
级 数 中 正 整 次 寡 部 分 和 负 整 次 寡 部 分 分 别称 为 洛 朗 级 数 的 解析 部 分 和 
主要 部 分 . 在 许多 应 用 中 ,往往 需要 把 在 某 点 zo 不 解析 但 在 z 的 去 心 
邻 域内 解析 的 函数 A(z) 展开 成 级 数 ; 那 么 就 利用 洛 朗 级 数 来 展开 . 

另外 ， f(z) 在 圆 环 域 Ri 二 |z 一 zo | 二 Rs 内 的 洛 朗 展开 式 (4. 8) 是 
唯一 的 .事实 上 ,如果 f(z) 在 此 圆 环 域内 男 有 一 个 展开 式 : 


f(z) = py (ME 
以 (z 一 zo) ”! 去 乘 上 式 两 端 ,并 沿 圆周 C 积分 ,并 参照 积分 
P g= zmag = | 


2ri， n 一 mMm, 


0, nÆ m, 
即 得 
IUE 0X E RC MM 
$, (CL— z)" PALK zo) dt = 2zib,. 
可 见 
二 n: " 
ba = gri fe t- na (m Q,E 1.272, Ja 
即 展开 式 是 唯一 的 . 


有 了 这 个 结论 的 保证 , 当 需 要 将 一 个 函数 f(z) 在 一 个 圆 环 R, < 
|z 一 zo | 二 R; 内 展开 为 洛 朗 级 数 时 ,我 们 可 以 采取 一 切 可 能 的 方法 ,只 


WEBÓP925909909&4 586 4O42OP00 606405 Un»PFOS 60909600 Na25 9000060665 0Uu"RhaT Ó^Oéo000Gn54a240209995000090004099 4&5: 


要 找到 一 个 形 如 Eaa- 的 级 数 , 它 在 R <|z—z|<R, 内 收 


AF f(z)， 则 此 级 数 一 定 就 是 所 要 求 的 洛 朗 级 数 . 

那么 ,具体 地 说 ,究竟 怎样 把 函数 展开 为 洛 朗 级 数 呢 ? 通 常 很 少 利 
用 计算 系数 的 办 法 来 展开 ,而 是 设法 把 函数 拆 成 两 部 分 ,一 部 分 在 圆 盘 
| z— zo | Rz 内 为 解析 ,从 而 可 展开 为 寡 级 数 ; 另 一 部 分 在 圆周 的 外 部 
| z — zo | 二 Ri 为 解析 ,从 而 可 展开 为 负 次 需 级 数 . 这 样 , 就 可 以 把 泰勒 


展开 的 方法 应 用 上 去 (对 于 负 次 需 部 分 ,我 们 在 心里 想 着 Rat 
的 震 次 项 的 需 级 数 ,从 而 把 泰勒 展开 的 方法 用 上 去 ). 


例 4.13 将 函数 
x 1 
fü $23 
分 别 在 圆 环 域 (1) 0 二 |z| 二 1; (D1-—Izl—2; (3) 2 |z| —-4-oo p 
开 为 洛 朗 级 数 . 
解 ” 首先 将 f(z) 分 解 成 部 分 分 式 
fG) = -Hs — 
(1) 在 0 二 |z| 二 1 内 ,由 于 |z| 过 1, 从 而 21 二 1, 利 用 (4.7) 式 得 
1 
f(z)= = 
1 一 多 z 
2(1- 3) 
-Xe-i3) z-X(- 1 E 
n=0 2 n-0 Z 7 一 0 
此 即 f(z) 在 圆 |z| 二 1 内 的 泰勒 展 式 . 
(2) ed 内 , 即 有 | 二 | < eT. 
VEN cr PE, Vlr 
f(z) 2 E 
2 
m JU it qos e 
m v EI 2215 


例 4.14 将 函数 fO St gk oc | e| < + co REOR HR 


级 数 . 
解 


之 
*2, (2n - D 
例 4.15 试 求 feu z 以 z—i 为 中 心 的 洛 朗 级 数 . 


E ”f(z) 在 复 平面 内 有 两 个 奇 点 xz 二 土 i, 因 此 复 平面 被 分 成 两 个 
不 相交 的 f(z) 的 解析 区 域 :(1) 0 二 |z 一 i| 二 2;(2)2 二 |z 一 i| 过 十 oo. 


mp 
IFZ 7 Xx D(z—D Teeri 


人 — —— —À—á" m NORRIS 


i 
2(z—D 
qr» owe A! Metu du 1 1 


13x er Pet A S ie 2i ) 
exl 


++i eD H 


OUR S Te 9-0 


n=0 


E ttha  sexoxunmanmdiscac 


本 章 研 究 了 肖 数 的 办 级 数 与 洛 朗 级 数 ,我 们 已 知 复 变 函数 论 研究 
的 主要 对 象 是 解析 函数 ,在 这 一 章 里 表述 了 需 级 数 与 解析 光 数 的 密切 
联系 ,一 方面 需 级 数 在 一 定 的 区 域内 收敛 于 一 个 解析 函数 ; 另 一 方面 一 
个 解析 函数 在 其 解析 点 的 邻 域内 ,能 展开 成 需 级 数 . ESTE 
研究 解析 函数 在 解析 点 邻 域 的 性 质 时 所 必 不 可 少 的 有 力 工 具 . 而且 在 
实际 计算 中 ,把 函数 展开 成 加 级 数 ,应 用 起 来 也 比较 方便 ,所 以 因 级 数 
在 复 变 函 数论 中 有 着 特别 重要 的 意义 ; 

洛 朗 级 数 是 因 级 数 的 进一步 发 展 . 它 实 际 上 是 由 一 个 通常 ( 非 负 次 


的 ) 宕 级 数 同一 个 只 含 负 次 寺 的 级 数组 合 而 成 的 . 洛 朗 级 数 的 性 质 可 以 
HERAA ARE R. 特别 可 以 推导 出 : 洛 朗 级 数 的 和 表示 圆 环 内 
的 解析 测 数 , 同 因 级 数 一 样 ,我 们 也 研究 了 相反 的 问题 , 即 任意 一 个 在 
某 圆 环 内 解析 的 函数 是 否 一 定 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 , 如 果 可 以 ,怎样 
展开 . 

圆 环 的 一 种 赔 化 情形 是 一 点 的 去 心 邻 域 ,而 当 遂 数 在 一 点 的 去 心 
邻 域内 为 解析 ,但 并 不 在 该 点 解析 的 时 候 , 这 一 点 就 是 函数 的 孤立 奇 
点 .所 以 洛 朗 级 数 就 很 自然 地 成 为 研究 解析 函数 的 孤立 奇 点 的 有 力 工 
具 ( 这 点 将 在 下 一 章 看 到 ). 

震级 数 与 洛 朗 级 数 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 ,为 使 用 好 这 些 工 
具 , 我 们 不 可 回避 的 一 个 问题 就 是 :“ 将 函数 -f(z) 展 开 成 级 数 ”, 关 于 这 
个 问题 ,我 们 必须 注意 以 下 几 点 : 

(1) 将 函数 f(z) 展 开 成 什么 级 数 ? 是 震级 数 还 是 洛 朗 级 数 ? 

(2) 在 哪些 区 域 里 展开 ? 区 域 不 同 展开 式 也 不 一 样 . 

(3) 能 不 能 展开 ? 怎样 展开 ? 


1. 震级 数 的 和 函数 在 其 收敛 圆 的 内 部 是 否 有 奇 点 ? 在 收敛 圆 圆周 上 是 否 处 
处 收敛 ? 这 个 和 函数 在 收敛 点 上 是 否 解析 ? 

2. 复 变 函数 是 否 均 可 展 为 寡 级 数 ? 

3. 怎样 将 函数 展开 为 洛 朗 级 数 ? 


BEA 习题 四 


4:1 下 列 序列 是 否 有 极限 ? 如 果 有 极限 , 求 出 其 极限 : 
(Dt) 3) 一 ( 许 ). 
4.2 下 列 级 数 是 否 收 敛 ? 是 否 绝对 收敛 ? 

QD X(x-eR I (3) Zar. 


4.3 ” 试 证 :级 数 >)(2z)" 当 | = | 过 方 时 绝对 收 伍 . 


n=1 


4.4 RAE FIER E1 
D PU o»Q-l)s o >) Eer. 


n=1 


4.5 ”将 下 列 各 函数 展开 为 z 的 军 级 数 , 并 指出 其 收敛 区 域 : 


1 


Gl Gae D 


(2) C(a#0, b#0); 


1 
) 1T2! 


( (4) ch zy (5) sinz; (6) e, 


dD gygy 
4.6 证 明 :对 任意 的 zA 

je> |< e" —1zxlzle*. 
4.7 求 下 列 函数 在 指定 点 zo 处 的 泰勒 展 式 : 


D4, zo=l; (2) sin z,:z; —1; 
Dus zo=l+i; (4) tanz, adr 
4.8 将 下 列 各 函数 在 指定 圆 环 内 展开 为 洛 朗 级 数 : 


z+1 
a) z (z—1) 


(3) 


; Oc |z| «1. 1«|z|«d-6o5 


(25 2e, oc | z| «Foo; 


zi—2z45 


FS Cg—2) AHA 


x de lel 


i 


(4) cos 


[5 9«le-1| eoo. 
z 


E 1 E 
4.9 将 P= es z—] 处 展开 为 洛 朗 级 数 . 


4, 10 将 fcis = 一 ii 的 去 心 邻 域内 展开 为 洛 朗 级 数 : 


Sed QÓ————————————— 和 


留 数 及 其 应 用 


留 数 理论 是 复 积分 和 复 级 数理 论 相 结合 的 产物 . 本 章 首 先 以 洛 朗 
级 数 为 工具 , 先 对 解析 函数 的 孤立 奇 点 进行 分 类 ,再 对 它 在 孤立 奇 点 邻 
域内 的 性 质 进行 研究 ,而 后 引进 留 数 的 概念 ,介绍 留 数 的 计算 方法 以 及 
留 数 定理 . 利用 留 数 定理 可 以 把 计算 沿 闭路 的 积分 转化 为 计算 在 孤立 
奇 点 处 的 留 数 ;利用 留 数 定理 还 可 以 计算 一 些 定 积分 的 反常 积分 . 从 而 
用 复 变 函数 的 方法 解决 某 些 用 高 等 数学 中 的 方法 难以 解决 的 积分 计算 
问题 . 


$5.1 MZFA 


$5.1.1 孤立 奇 点 的 分 类 


定义 5.1 f(z) 在 z 处 不 解析 ,但 在 z 的 某 一 个 去 心 邻 域 
0 二 |z 一 zo | 过 6 内 处 处 解析 , 则 称 zo 为 f(z) 的 孤立 奇 点 . 


例 5.1 z=0 是 函数 /(z) 一 二 的 孤立 奇 点 ， 


DiS.2 z —i hz ——1 是 函数 f= cc PA E 


ži) TE) 
立 奇 点 . 
例 5.3 设 /(z) 二 一, 一声 是 它 的 孤立 奇 点 ,n 一 1,2，… 
Sin — 
但 «—0 是 奇 点 而 不 是 孤立 奇 点 . 因 在 < 一 0 的 任何 邻 域 中 ,总 有 形 如 


n= HFA. 
nn 


在 孤立 奇 点 z= r 的 去 心 邻 域内 ;函数 f(z) 可 展开 为 洛 朗 级 数 


fe) = M 3m". 


一 一 oo 


我 们 注意 到 , 洛 朗 级 数 的 非 负 次 需 部 分 2,6. G — 2)" 实际 上 表 


IR zo 的 邻 域 |z 一 zo | <S 内 的 解析 函数 ( 即 f(z) 的 解析 部 分 ). 故 函 数 
f(z) 在 点 的 奇异 性 质 完全 体现 在 洛 朗 级 数 的 负 次 震 部 分 


S16, a)" CR 7(z) 的 主要 部 分 ). 当 洛 朗 级 数 的 主要 部 分 只 有 有 


n-—1 


限 个 系数 不 为 零 时 ,函数 的 性 态 比较 简单 ,否则 就 比较 复杂 . 所 以 ,我 们 
根据 洛 朗 级 数 展开 式 中 主要 部 分 的 系数 取 零 值 的 和 不同 情况 ,将 函数 的 
孤立 奇 点 进行 分 类 . 

(1) 可 去 奇 点 ”车 对 一 切 n 二 0 有 C, —0, JU FK z。 是 函数 f(z) 的 
RI ACE eR GE UL f(z) 在 zx。 有 可 去 奇 点 .这 是 因为 令 fO) =C ,就 得 
到 在 整个 圆 盘 |z 一 x1 过 6 内 解析 的 函数 f(z). 

(2) 极点 ”如 果 只 有 有 限 个 (至 少 一 个 ) 整 数 *<0 ,使 得 C, 750 , 3B 
么 我 们 说 z。 是 函数 f(z) 的 极点 . 设 对 于 正 整 数 mr, C-n A0; 
nn 过 一 m 时 ,C, 二 0. 那么 我 们 就 说 z 是 f(z) 的 m 阶 极点 . 称 1 阶 极点 
为 简单 极点 . 

(3) 本 性 奇 点 ”如果 有 无 限 个 整数 mn 二 0, 使 得 C, 750 RART 
z 是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 


例如 ,0 分 别 是 sn，sia<, 及 时 的 可 去 奇 点 .简单 极点 及 本 性 奇 


以 下 从 函数 的 性 态 来 刻画 各 类 奇 点 的 特征 . 
定理 5.1 设 函数 f(z) 在 0 二 |z 一 z, | 二 5(0 过 6 过 十 oo) 内 解析 . 那 
A zo 是 /(z) 的 可 去 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 极限 lim f(z) 二 C ,其 
中 C, 是 一 复 常数 . 
证 必要 性 .由 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 , 故 在 0 二 |z 一 zo | 二 6 内 有 
f — C64 C (z—2)-cT:cTCr—zmT-, 


因为 上 式 右 边 寡 级 数 的 收敛 半径 至 少 是 3, 所 以 它 的 和 函数 在 
|z 一 zo | 二 6 内 解析 . 于 是 显然 存在 着 lim f(z) = 


充分 性 . 设 在 0 二 1z 一 zo | 二 6 内 , f(z) 的 洛 朗 级 数 f(z) — 
pi ey 


n= 一 00 


P f(D 
C, = CE $m dt 


OLAR, n= 0， El, 二 这， eee); 
由 于 当 > 一 zx 时 f(z) 有 极限 , 故 存 在 正 数 rr( 三 R) 及 M 使 在 
0 |z—z,|s&r FW | fO | M. 则 


| C, [<¥ (n-—0,c1;12,—:0—6s5r). 


34 n0 时 , 令 0—0, Bf. C, —0. 因此 z 是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 

由 此 可 见 , 如 果 我 们 补充 定义 f(z) 在 zo 的 值 为 fC) =C W 
f(z) 在 zo 为 解析 . 因此 可 去 奇 点 的 奇异 性 是 可 以 除去 的 . 

我 们 再 来 分 析 定 理 5. 1 的 证 明 中 关于 充分 性 的 证 明 , 实 际 上 只 用 
到 f(z) 在 zo 的 邻 域内 为 有 界 的 条 件 . 故 从 f(z) 在 zo。 的 邻 域内 为 有 
界 , 可 推出 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ;必要 性 的 证 明 从 zo 为 f(z) 的 可 去 
奇 点 推出 f(z) 在 z。 有 有 限 极 限 ,自然 f(z) 在 zo 的 邻 域内 是 有 界 的 . 
因此 有 下 面 的 结论 . 

定理 5.1” 设 z 是 f(z) 的 一 孤立 奇 点 , 则 zo 是 ,f(z) 的 可 去 奇 点 
的 充分 必要 条 件 是 f(z) 在 z 的 一 个 邻 域 内 为 有 界 . 

其 次 ,我 们 研究 极点 的 特征 . 设 函 数 f(z) 在 0 二 |z 一 zo | 二 6 内 解 
H H zo 是 f(z) 的 ml( 宇 1) 阶 极点 .那么 在 0 二 |z 一 zo | 二 6 内 ,f(z) 有 
HUER: 


fo =z E 


z—4)". (z—2)"| £ — zo 


C, HG G-—z) Te-rC.QR—zm4, 
在 这 里 C-_， 关 0, 于 是 在 0 二 |z 一 z | «0 VI 


F) mc jan H Cm Gm m) 
0 


Cy Cz — zo)” +e +C, Cz — zm" eJ 


1 
TP z?0 , 


在 这 里 pg(z) 是 一 个 在 | 一 zo | 0 内 解析 的 函数 ,并 且 p(zo) 天 0. 反 之 ， 
MRR SOE <| z— z | «0 内 可 以 表示 成 (5.1) 右 边 的 形状 ,而 
plz) 是 在 |z 一 zo | 0 内 解析 的 函数 ,并 且 pleo) 750€ pCB)) — C-,) , ME 
么 不 难 推出 :z 是 f(z) 的 m 阶 极点 . 

Hl zo 是 f(z) 的 m 阶 极点 的 充 要 条 件 是 


Es 1 
fe) = ge I 5. 1) 


其 中 gp(z) 在 zo 处 解析 且 9G 750. 

由 (5.1) 可 以 证 明 : 

定理 5.2 设 函 数 f(z) 在 0 二 |z 一 zo | 二 6(0 二 6 之 十 吕 ) 内 解析 , 那 
4 zo 是 f(z) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 lim f (2) — 095 2, 是 f GO B 


m 阶 极点 的 充分 必要 条 件 是 lim(z 一 z0)"f(z) 二 C-n ,在 这 里 m 是 一 正 


整数 ,C_。 是 一 个 不 等 于 0 的 复 常数 . 
定理 5.1 及 定理 5. 2 的 充 要 条 件 可 以 分 别 说 成 是 存在 有 限 或 无 穷 
的 极限 lim/(z). 结合 这 两 定理 ,我 们 有 ， 


定理 5.3 设 函 数 (GE 0 | z— m | C0 0 - 09) PR. 那 
b zo 是 /=) 的 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 不 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 
lim f(z). 

845.4 研究 函数 S2 的 孤立 奇 点 的 类 型 . 

解 ” 由 于 分 子 函数 sin z 和 分 母 函 数 = 都 在 全 平面 为 解析 ,因此 这 
个 函数 的 孤立 奇 点 只 有 分 母 的 零点 , 即 = 一 0. 函数 Sm 在 
0 二 |z| 二 十 oo 的 洛 朗 展开 式 为 


ee a Ch ail 
tt Ci 


—— 


级 数 的 负 次 寡 系 数 均 为 0, 故 = 一 0 是 2 的 可 去 奇 点 . 
这 里 ,我 们 顺便 得 到 一 个 重要 的 极限 . 因为 z= 0 是 sm 的 可 去 厅 


点 , 故 当 z-*0 时 ,sa < 有 有 限 极限 . 这 个 极限 就 是 上 面 展开 式 中 的 党 
数 项 . 故 得 


sin z 
i NN 


$5.5 研究 函数 f= 10 一 377 的 孤立 奇 点 类 型 


S ”显然 z= 二 1 和 z==2 是 函数 f(z) 的 两 个 孤立 奇 点 ,并 且 在 z= 二 1 
和 >z 王 2 附近 可 以 表示 成 
Mas - = 
(z — 2) 


而 一 zz 在 = 一 1 的 邻 域内 为 解析 , 且 在 z 一 1 取 值 不 是 0. 故 知 > 一 1 


为 /(z) 的 一 阶 极点 ;同样 ,函数 -一 在 = 一 2 的 邻 域内 为 解析 , 且 在 
z 一 2 取 值 不 是 0. 故 知 一 2 为 f(z) 的 二 阶 极点 . 

Bi 5.6 研究 函数 es 的 孤立 奇 点 的 类 型 . 

解 因为 函数 es 在 全 平面 除去 点 = 1 的 区 域 上 为 解析 . 所 以 


zx 一 1 是 它 的 唯一 的 孤立 奇 点 .将 e E 0 二 |z 一 1| 到 十 co 展开 为 洛 朗 级 
数 ,得 到 
jim idit yigg pes haee 
此 级 数 含有 无 限 多 个 负 次 宕 项 , 故 z=1 是 函数 e=! 的 本 性 奇 点 . 
$5.1.2 函数 的 零点 与 极点 的 关系 


定义 5.2 d f(G)—(z—z)"gG).g GE zo 处 解析 , 且 PCzo ) 天 0， 


m 为 某 一 正 整数 ,那么 称 z 为 f(z) 的 m 阶 零点 . 
545.7 根据 定义 5. 2, 易 知 z—0 与 z—1 分 别 是 函数 f(z) — 
xz(z 一 1)3 的 一 阶 与 三 阶 零点 . 
定理 5.4 车 f(z) 在 xz 解析 ,那么 zo 为 FCz) 的 和 2 阶 零点 的 充 要 
条 件 是 
f? Gn) = Or (m0 lm— li (m 360. (5.25 
证 若 zo 是 f(z) 的 m 阶 零点 ,那么 f(z) 可 表 成 
f(z) = (z — zo)"g(z). 
设 pE zo 的 泰勒 展开 式 为 
glz) = € 4 G G2) d G6 G— * dut; 
其 中 C,— 9250. 从 而 f(z) 在 zo 的 泰勒 展开 式 为 
fz) — G6) 2)" --Cr(z 2" 4- 
Calz — zo) He, A 
这 个 式 子 说 明 ,f(z) 在 z 的 泰勒 展开 式 的 前 m 项 系数 都 为 零 . | e y 
级 数 的 系数 公式 可 知 ,这 时 f” (D = 0, (n= 二 0,1,…,m 一 1), 而 


m) 
Kr m =C, #0. 这 就 证 明了 (5. DÆ zo 为 f(z) 的 m 阶 零点 的 必要 条 


件 . 

充分 条 件 由 读者 自己 证 明 . 

85.8 已 知 z==1 是 f(z) 二 x 一 1 的 零点 .由 于 了 0032 |. 
二 3 天 0, 从 而 知 z—1 是 f(z) 的 一 阶 零点 . 

WU TS IH BEP fO 三 (z 一 z)”p(z) 中 的 p(Cz) 在 zx 解析 , 且 
plz) #0, AMEE zo HRR ARA O. A f= zo)" l) 
zo 的 去 心 邻 域内 不 为 零 , 只 在 zy FTF. 也 就 是 说 ,一 个 不 恒 为 零 的 


解析 函数 的 零点 是 孤立 的 . 

函数 的 零点 与 极点 有 下 面 的 关系 ; 

定理 5.5 如 果 zo 是 /(z) 的 i 阶 极点 ,那么 加 CEST m B 
零点 .反之 亦 然 


证 若 Zo 是 f GO RS m 阶 极点 .根据 (5. DR, EA 


1 
f(z) = d A 
其 中 gp(z) 在 之 0 解析 , 且 PCzo) 天 0. 所 以 当 Zz6 时 ,有 


Lai et A zit Is 
Ro nate Zo) d (z — zy)"g(z). (5.3) 
d igo- aen 
bm FD =Q, 
B RIRES 70 —0 IE H G. 1 z 是 元 可 的 m 阶 零点 . 
反 过 来 ;如 果 zo 8700 m BEER EA 
FI Ce E DT in Ges 
这 里 g(z) Ë zo 解析 ,并 且 g (250. 由 此 ; 当 Z7 zo 时 ,得 
E RRJ 
f(z) = T 


而 ke 村 7 在 zo 解析 ,并 且 C 250, BEDA ms 是 fO B m BiR 


点 . 
这 个 定理 为 判断 函数 的 极点 提供 了 一 个 较为 简便 的 方法 . 


例 5.9 函数- 有些 什么 奇 点 ?如 果 是 极点 ,指出 它 的 阶 . 


Sin 之 
解 ， 函 数 -的 奇 点 显然 是 使 sin = 一 0 的 点 . 这 些 奇 点 是 = 一 如 


(一 0, 士 1, 士 2,…) 且 为 孤立 奇 点 .由 于 
(Gin z)' |..,, = cos z |,.,, = (— D^ z0 (k-0,-c1,-), 


所 以 z— kx RE sin z 的 一 阶 零点 ,也 就 是 -的 一 阶 极点 . 


sin 之 


$5.1.3 ”函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


在 考虑 解析 函数 的 孤立 奇 点 时 把 无 穷 远 点 放 进 去 ,这 有 许多 便利 . 
定义 5.3 HR SOERA TAB R| z| Ceo GB PCT 


有 限 点 的 去 心 邻 域 ) 内 为 解析 , 则 无 穷 远 点 就 称 为 F(z) 的 孤立 奇 点 . 
ER< |z| <HA, f OA KARRERA 


fia 一 E (R<|z|<+ 0), (5. 4) 
其 中 
L 
C, — 5 fia ( Ry m= 0, tl EAS 
T E- Eo Col n tli 


4z—l HB R>0 RR=0 REEE 0< | w| E 
0 二 |w| 二 十 oo 内 解析 的 函数 p(w) — f CL. 由 于 Cu) w= 没有 


定义 , 故 w=0 是 p(w) 的 孤立 奇 点 .将 p(w) 在 0 一 |w| < ERFA 
朗 级 数 


olw) 一 Sw , 


n-—oo 


然后 再 用 w= RAER E 


f= Mb" RLI KHS: 


将 此 式 与 (5.4) 相 对 照 , 由 洛 朗 级 数 展开 的 唯一 性 , 知 必 有 
G, = b. (n-—0,d 1.432,07) 

利用 倒数 变换 将 无 穷 远 点 变 为 坐标 原点 ,这 是 我 们 处 理 无 穷 远 点 
作为 孤立 奇 点 的 方法 . 它 也 具有 更 广泛 的 意义 (如 在 共 形 上 映射 中 也 可 这 
样 处 理 ). 下 面 ,我 们 进一步 分 别 根据 wo — 0 是 函数 pg(w) 的 可 去 奇 点 、 
m 阶 极 点 或 本 性 奇 点 定义 < 一 < 是 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 、m 阶 极点 或 
本 性 奇 点 . 这 样 ， 

(1) 4ECS. AD 3k P , WRM 0—1,2,3, BEC, —0,J IA x — 00 JE PRI 
数 f(z) 的 可 去 育 点 . 

(2 在 (5.4) 式 中 ,如 果 只 有 有 限 个 (至 少 一 个 ) 整数? 之 0 使 得 
C; 关 0, 那 么 z 二 2 是 函数 :f(z) 的 极点 . DOSE IE EC m Ca 250; ffi 24 


n>m, C, =0, 8A z—oodé f(z) 的 (m 阶 ) 极 点 . 

(3) 在 (5. 4) 式 中 ;如 果 有 无 穷 个 整数 00, [88 C, 250, AA 
xz 一 co 是 函数 f(z) 的 本 性 育 点 . 

结果 ,与 有 限 点 的 情形 相反 ,无 穷 远 点 作为 函数 的 孤立 奇 点 时 , 它 
的 分 类 是 以 函数 在 无 穷 远 点 邻 域 的 洛 朗 展开 中 正 次 寡 的 系数 取 零 值 的 
多 少 作为 依据 的 . 

正 因为 这 样 , 对 于 洛 朗 展开 式 (5. 4) ,我 们 称 


为 解析 部 分 ,而 称 


为 主要 部 分 . 
定理 5. 1 至 定理 5. 3 都 可 立即 转移 到 无 穷 远 点 的 情形 . 如 我 们 有 
定理 5.6 设 函 数 f(z) 在 区 域 R 二 |z| 二 十 co(R 宇 0) 内 解析 , 那 

么 z-—oojé f(z) 的 可 去 奇 点 、 极 点 或 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 

着 有 限 、 无 穷 极限 limf(z) 或 不 存在 有 限 或 无 穷 的 极限 limf(z). 


例 5. 10 函数 ji 十 二 是 否 以 z 一 co 为 孤立 奇 点 ? 若是 ,属于 哪 一 
类 ? 
WO ”函数 [起 二 在 全 平面 除去 z=i 及 e= —i 的 区 域内 为 解析 , 故 


它 在 无 穷 远 点 的 邻 域 1 过 |z| 雪 十 ce 为 解析 . z 二 是 它 的 孤立 奇 点 . 又 
因为 
hp gs 70 

所 以 z—oodéE B3 n] Zr ER. 

$|5.11 函数 1 十 2z 十 3z? 十 4z ETU z= HAMLA? 若 
是 ,属于 哪 一 类 ? 

解 “函数 1 十 2z 十 3 十 4z? 在 全 平面 解析 . 这 个 式 子 本 身 也 就 是 
这 个 函数 在 无 穷 远 点 的 邻 域 |z| 达 十 co 的 洛 朗 展开 ,所 以 z= 二 % 是 函数 


1 十 25 十 3 过 4-42 
的 孤立 奇 点 且 为 三 阶 极点 . 
例 5.12 函数 e 是 否 以 z= 二 oo0 为 孤立 奇 点 ? 若是 ,属于 哪 一 类 ? 
解 ” 函 数 e 在 全 平面 解析 , 故 = 一 co 是 它 的 孤立 奇 点 . X4 x09 
Bf e 没有 任何 极限 , 故 z= 二 oo 是 e 的 本 性 奇 点 . 
我 们 也 可 以 从 e* 的 泰勒 展开 来 看 ,由 于 


ec pei Cliz |<+ co) 
这 个 展开 式 恰巧 就 是 e* 在 无 穷 远 点 邻 域 的 洛 朗 展 开 . 因 它 含有 无 限 多 
A IEUCRS Sit z— ood e^ 的 本 性 奇 点 . 
例 5. 13 ”函数 一 -是否 以 = 一 cc 为 孤立 奇 点 ? 


sin 之 
1 
sin z 


HAE e, ix (6—0, 01, 22, ,它们 都 是 -一 的 极点 , 且 在 扩充 复 平 


sın 之 


Wt 函数 


在 全 平面 除 sin z 的 零点 以 外 为 解析 .但 sin z 的 零 


1 


sin z 


EE, JFJ) EE7R 以 z 一 co 为 聚 点 ， 因此 ,zx 王 co 不 是 函数 
奇 点 . 


的 孤立 


| $5.2 留 数 


留 数 是 复 变 函数 论 中 重要 的 概念 之 一 , 它 与 解析 函数 在 孤立 奇 点 
处 的 洛 朗 展开 式 、 柯 西 复合 闭路 定理 等 都 有 密切 的 联系 . 


85.2.1 留 数 的 概念 及 留 数 定理 
当 f(z) 在 简单 闭 曲 线 C 上 及 其 内 部 解析 时 ,由 柯 西 积分 定理 知 
d f(z)dz = 0. 


若 上 述 C 的 内 部 存在 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 z WRA G fdz 
一 般 不 等 于 零 . 然而 由 洛 朗 展开 式 知 , 取 洛 朗 系 数 中 n 二 一 1 可 得 


ei- zd y dd, 
2rij c 


$ fde -—2x1C24. 
c 


这 说 明 f(z) 在 孤立 奇 点 zo 处 的 洛 朗 展开 式 中 负 一 次 宕 项 的 系数 
C- i 在 研究 函数 的 积分 中 占有 特别 重要 的 地 位 . 

定义 5.4 设 z 是 解析 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ,我 们 把 f(z) 在 zo 
处 的 洛 朗 展开 式 中 负 一 次 宕 项 的 系数 C PROS fF OO TE zo 处 的 留 数 . 记 
作 ResL FCz),zo], 即 


因而 积分 


Res[ fC:)9525] = C4. 
显然 , 留 数 C-; 就 是 积分 


zd fedh 

"lc 

的 值 ,其 中 C 为 解析 函数 f(z) 的 z 的 去 心 邻 域内 绕 zo 的 闭 曲 线 . 
例 5.14 R ze* 在 孤立 奇 点 0 处 的 留 数 . 
解 “ 由 于 在 0 二 |z| 去 十 co 内 ， 


正二 二 1 
ze: 一 zz 十 1 十 天 -十 
2!z 


3!z? TM 


所 以 
Res[ ze* s Oj-— A 


885.15. R 2? cos 二 在 孤立 奇 点 0 处 的 留 数 ， 
解 ”由 于 在 0 一 |z| 一 十 co 内 
WES INE UI d ten 
Ze o hen 6.1 visae 
缺 负 一 次 宕 , 即 该 项 系数 为 零 , 所 以 


ResLzzcos L, =g, 


十 ... 


845.16. R2 agni rA 0 处 的 留 数 . 


z 


解 因 < 一 0 是 2 六 的 可 去 奇 点 , 邦 
Res[?3 £, 9] — o. 
z 


关于 留 数 ,我 们 有 下 面 定理 . 

定理 5.7( 留 数 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 除 有 限 个 孤立 奇 
BÀ xim, 外 处 处 解析 , C 是 D 内 包围 各 奇 点 的 一 条 正 向 简单 闭 
曲线 ,那么 


d f(z)dz = 2ri > Res[ f(z) ,zl. 
c k=1 


证 ”把 在 C 内 的 孤立 奇 点 z k= 77 
1,2,…,n) 用 互 不 包含 的 正 向 简单 闭 SS 
曲线 C, 围绕 起 来 (图 5.1), 那么 根据 P, CED 
复合 闭路 定理 有 C, 
$ fdz = > f(z) dz. 


以 2xi 除 等 式 两 边 ,再 由 留 数 定义 ,得 


1 2 n 
zb foods 2 D Res[ f2) ,=]， 
Bp 


$ f(z)dz = 2ri > Res[ f(z), z]. 
C k=1 


此 定理 实际 上 是 柯 西 积分 定理 的 推论 , 它 把 沿 一 条 闭路 C 的 积 
分 ,归结 为 求 C 内 各 和 孤立 奇 点 处 的 留 数 和 . 因此 , 当 我 们 能 够 用 一 些 简 
便 方法 把 留 数 求 出 来 时 , 便 解 决 了 一 类 积分 的 计算 问题 . 

一 般 说 来 , 求 函数 在 其 孤立 奇 点 zo 处 的 留 数 只 需求 出 它 在 以 zo 
为 中 心 的 圆 环 域内 的 洛 朗 级 数 中 C-i (x 2 “项 的 系数 C-: 就 可 以 
了 .但 如 果 能 先知 道奇 点 的 类 型 ,对 求 留 数 更 为 有 利 . 例如 ,如 果 z 是 
f(z) 的 可 去 奇 点 ,那么 ResLf(z) ,zoj] 二 0; 如 果 zo 是 本 性 奇 点 , 那 就 往 
往 只 能 用 把 SOE z 展开 成 洛 朗 级 数 的 方法 来 求 C-:; 若 zo。 是 极点 
的 情形 , 则 可 用 较 方便 的 求 导数 与 求 极限 的 方法 得 到 留 数 . 


$5.2.2 函数 在 极点 的 留 数 
法 则 工 如 果 zo 为 f(z) 的 简单 极点 , 则 


ResL f(22,2;] = lin(z— z0)f(z).. (5:5) 
WE HF is f(z) 的 简单 极点 ,因此 
Pu ccm pc (z—z)" (0 一 | zx 一 2 | 二 9)， 


TETUR Has 
(z— z) f(z) = Ci $C, G— z)"* ; 


再 两 端 取 极 限 ,得 
lim(z — z) f(z) = CA. 
zx 
905.17. REC cr; EA A UE IO RNC 


解 ” 由 于 0,2; 一 5 是 :zx(z 一 2)(z 十 5) 的 一 阶 零点 ,因而 它们 是 


1 ^| 
ZC 一 2)Cz 二 5) 的 一 阶 极点 . 由 (5.5) 即 得 


Res[ 


= lim[z 


Scu 
z—2)(z4-5) 


j| 
MEDICINE 10 


T. 
z(z—2)(z4-5) '0] 


R A2] lim G2 zc rg 


]. 
z(z—2)(z4-5) z(z--2)(z4-5) 


—li "EM ZA E 1 
za os 14 


Res[ 


—5]- lim[G--5) ] 


1 
z(z—2)(z4-5) 


ndi anc andit ede 
z.-sE(g—2)^ 35' 
PX) 


AuW 设 f(z) 三 Gez)* 其 中 P(z),Q(z) 在 zo 处 解析 ,如 果 
PCzo) 天 0,zo 为 Q(z) 的 一 阶 零点 , 则 zo 为 f(z) 的 一 阶 极点 , 且 


1 
z(z—2)(z4-5)' 


PG? 


Res[ f(z) >z] = Tay (5. 6) 
证 因为 Q(z) 的 一 阶 零 点 ; 故 zo 为 Qc B55 的 一 阶 极 点 . 因此 
下 
Q(z) sw ail 
其 中 p(z) 在 zo 解析 , 且 plz) #0. 由 此 得 
f(z) = gt 
其 中 g(z) 二 p(z)P(z) 在 zo 解析 ;上 且 gx) — (0 PCGao2750. BE zo H 
f(z) 的 一 阶 极点 . 
根据 法 则 工 ， ResL/G) «1o lim Ce 20 f CO 而 Qlz)=0, ff 
以 
n E P(z) 
(z— z)f() o D 
S. X 


4 z 一 zo , 即 得 (5. 6) 式 . 
£i 5. 18 求 函数 一 一 -在 z 一 这 的 留 数 . 


解 z=7 ERA = 的 一 阶 极点 ,这 里 用 (5. 6) 式 比较 方便 . 


x —z 
Res -二 二 一 一 
cos z' 2 sin z 


e 
法 则 亚 如果 zo 为 FCz) 的 和 2 阶 极点 , 则 


x 1 g= m 
ResL f(z),z] = eat Ls ak z— ez)" f(z)]. 


C5. 1) 
证 HT 
f(z) —-C..(z—z)"-r:-Ca—mz)*- 
Carm FG TG On), 
以 (z 一 xo)” 乘 上 式 两 端 ,得 
(z— x" JF Gm) 9C ul Cour ee 


—— 0 


C4 (z—2" + C (z—2z"J-*, 
两 边 求 m 一 1 pog 得 
Ja AT fee) "f(z)] 
三 (m 一 1)1C_ i 十 [含有 z 一 zo 正 宕 的 项 ]， 
令 z-e Zo ;两 端 求 极限 , 右 端的 极限 是 (m 一 1)1 C-; Bill C5. 7) 式 得 证 . 


例 5.19 RER (G0 — $746 = 一 0 处 的 留 数 . 
解 因 "29 Ec HR 故 由 (5.7) 式 有 


ResL f(z),0]= 7 lim XC, — 0t a 


E 


例 5.20 c EE dx 


lzl=2 zCz — 1)? 
解 BTfG-—- -在 圆周 |z| 一 2 内 部 有 简单 极点 z—0 及 
二 阶 极 点 zx 一 1. 
由 法 则 工 , 有 
ResL f(22,0] = limz AI 一 一 2. 
由 法 则 焉 ,有 
Res[ f(z),1] = lim iie Le Srl lim 2 es 
z(z—1) —1 z 
由 留 数 定理 得 
5232 EDITO c 
psd = 2ri(—2+2) — 0. 


" sin’ z 
Wsa 计算 中 z’ (z— p 


解 ” 由 于 /(z) 一 -7 和- 在 圆周 |z| 一 2 内 部 有 可 去 奇 点 * 一 0 及 


简单 极点 z— 1. 由 于 可 去 奇 点 的 留 数 为 零 , 即 ResLF(Cz),0] 王 0, 又 由 
ik T 


sin! z 


Sp p- a 
Res A(z] 三 lim(z IE 和 有 sin? 1. 
由 留 数 定理 得 
sin’ z Lu Ic 
$, Erai pE 2xi sin 1. 


$5.2.3 无 穷 远 点 的 留 数 
定义 5.5 设 吕 为 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 , 即 f(z) 在 圆 环 域 
R=|z| 二 十 吕 内 解析 , 则 称 
zb foods is | ex uo i8 


为 F(Cz) 在 点 ce 的 留 数 . 记 为 Res[ fz), 0], 3x HB. C 是 指 顺 时 针 方 向 
(这 个 方向 很 自然 地 可 以 看 作 是 绕 无 穷 远 点 的 正 向 ). 
如 果 f(z) 在 RIz| 二 十 % 的 洛 朗 展 开 式 为 


f(z) = Ey Ciz" 
则 有 ResL F,ce] 王 一 C-:. 


这 里 ,我 们 要 注意 ,z 一 c2 即 使 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,f(z) 在 z 二 oo 的 
留 数 也 未 必 是 0. 这 是 同 有 限 点 的 留 数 不 一 致 的 地 方 . 例如 ,对 函数 


f(z) -1l, 
z 
z 一 co 是 它 的 可 去 奇 点 ,但 
Resp e] =— 1. 
£ 

3E38 5.8 WR f(z) 在 扩充 复 平面 上 只 有 有 限 个 孤立 奇 点 (包括 
无 穷 远 点 在 内 ) , 设 为 zi ,zi，…,z,，co, 则 f(z) 在 各 点 的 留 数 总 和 为 
零 . 


证 考虑 充分 大 的 正 数 尺 ,使 z1,…,z, 全 在 |z| 二 R 内 ,于 是 由 留 
数 定理 得 


MISES ps PResLf 6<) «ad, 


但 这 时 有 
£d f(z)dz —— ResL f G2) ,o9]; 
TJ |z| =R 


故 得 S Res[ fG) ,2] + Res[f,00] zx. 
关于 在 无 穷 远 点 的 留 数 计 算 ,我 们 有 以 下 的 规则 : 
法 则 TV Res[ f(z) ,co] 一 一 Res[7( 二 ) 0]. (5.8) 


证 在 无 穷 远 点 的 留 数 定义 中 , 设 z= pe^. 并 设 一声 , 则 有 


pd E 一 0) ,于 是 有 


Res[ FCz) ,coj] 
—2x 
=- 站 few 4 Lf Feo” Jpic”dð 
=- 4f" P sd ? 


p 
=- 4f fes ne (re cedere ; 


Miche! UE a TR: ; 
x a e pat [aei p 为 正 向 ). 


DNS dln 


因此 f Cue EI WR £—0 外 没有 其 他 奇 点 .由 留 数 定理 ,得 


1 ig fx 32 
nm i gd 7 Rest AOD 01. 
所 以 (5. 8) 成 立 . 
E "je S 
9i 5.22. ok SO = apy a 2 在 它 各 有 限 奇 点 的 留 数 之 


E ”函数 的 有 限 奇 点 是 2 及 这 二 = “(E 一 051,2,3), 共 五 个 ， 


其 中 2 是 三 阶 极点 ,每 个 zx, 是 二 阶 极 点 , 显然 ,逐个 求 出 在 各 奇 点 的 留 
数 ,不论 用 规则 开 或 展开 成 洛 朗 级 数 ,都 是 十 分 麻烦 的 . 现在 我 们 利用 
定理 5. 8 来 求 . 


Res[ f(z) ,2] 十 DJ Res[ f(z) 二 十 ResL f(z),c0j] = 0. 
. 
Res[ f(2),99] 三 一 Res[s(4)Z0] 


dh 1 
= Res| za EG 0| 
(0 为 一 阶 极点 ) 


—— lim[* * zc Eze cz» | 
se 
所 以 欲求 的 留 数 之 和 为 1. 
定理 5. 8 为 我 们 提供 了 计算 函数 沿 闭 曲线 积分 的 又 一 种 方法 . 
例 5.23 计算 积分 中 Cose oo PPS CHER 
周 :|z| 王 2. 
解 ” 除 吕 点 外 ,被 积 函 数 的 奇 点 是 一 i,1 与 3. 根据 定理 5.8, 有 
Res[ f(z), — i] + Res[ f(z),1] + Res[ f(z),3]+ Res[ f(z),00] = 0, 
其 中 
THE NUM. T 
(z+ i"(z— 1)(z— 3)’ 
由 于 一 与 1 在 C 的 内 部 ,所 以 从 上 式 、 留 数 定理 与 法 则 人 得 到 


f(z) = 


$ de -— 

c (z +i)” (z—1)(z—3) 

= 2xi(Res[ f(z), — i] + Res[L f(z),1]} 
—— 2xi{Res[ f(22,3] + Res f(z) ,00]} 


e fasciis eid uat G nl 
= ap pn id Gc DE 


如 果 用 8$5. 2. 2 中 的 方法 ,由 于 一 1 是 十 阶 极点 ,并 且 在 C 的 内 部 ， 
因而 计算 必然 很 繁琐 . 


| $5.3. 留 数 在 定 积分 计算 中 的 应 用 


留 数 定理 为 某 些 类 型 积分 的 计算 ,提供 了 极为 有 效 的 方法 . 应 用 留 
数 定理 计算 实 变 函 数 定 积分 的 方法 称 为 围 道 积分 方法 . 所 谓 围 道 积分 
方法 ,概括 起 来 说 ,就 是 把 求实 变 函 数 的 积分 化 为 复 变 函数 沿 围 线 的 积 
分 ,然后 应 用 留 数 定理 ,使 沿 围 线 的 积分 计算 ,归结 为 留 数 计算 . 要 使 用 
留 数 计算 ,需要 两 个 条 件 : 一 是 被 积 函 数 与 某 个 解析 函数 有 关 ; 其 次 , 定 
积分 可 化 为 某 个 沿 闭路 的 积分 . 现 就 几 个 特殊 类 型 举例 说 明 . 


$5.3.1 Xd ["Rtcos 0, sin 0)d0 的 积分 


4 z—e?,dz—ie^ d, 


dae ent hid 
2i 2iz ' 

2e be? z-41 

cos 0 = 2 m 


R(cos 0,sin 9) Æ cos 0,sin 0 HA FE AKG JE 2g 0 B BR C. TE OO 2n 
上 连续 . 当 0 经 历 变 程 L0,2xj 时 ,对 应 的 z 正好 沿 单位 圆 |z| 1 RS IE 


, " " 
2z 2iz iz 


FS - md u—1 " AE 
向 绕 行 一 周 . f(GO —R(C zr ' E ) 在 积分 闭路 |z| = 二 1 上 无 奇 点 , 则 
2r 2 2— 上 
$ R(cos 6, sin 6)dó =- RÆ tL —1,de 
0 Iz| 21 


=$ _ fdz = 2ri ResL CO sey. 
y 2n cos 20 
85.24 计算 1=| 1 一 2 Fpi Cb D IU 
E ”由 于 0 过 2<<1, 被 积 函数 的 分 母 
1— 2pcos 0+ p? = (1— p)? --2p(1— cos 0) 
在 0<90<2x 内 不 为 零 , 因 而 积分 是 有 意义 的 .由 于 


eos 26 Ic" 4e - lc FT 


因此 


1-4 zz: 十 zz? 1 dz 
1 D. 


— lgzs' z= 
$. -; 2ig* TETAI Aa MAGO 


在 被 积 函数 的 三 个 极点 = 一 0,2, 方 中 只 有 前 两 个 在 圆周 | z| 三 1 内 ,其 


中 z 一 0 为 二 阶 极点 ,z 二 2 为 一 阶 极点 ,所 以 在 圆周 |z| 二 1 上 被 积 函 
数 无 奇 点 ,而 


; mM Lgj Fikr 
Befund En E T DO 
FUE CJ 
Zip (1— p^)» 
| 
ResLf62,0] —lim Le aL re OC t gl 


iiis (z— pe" —2 p 4r — CI --80C(1—296 T 95 


z--0 2i(z— pz — p+ p! z)* 
1--g 
2ip* ° 


因此 
Lp 9 d. xp 


3 lou Zur Li 
I = 2ail Zip "Bip — p 1g 


55.3.2 形 如 | ”R(x)dx 的 积分 

令 

Ple) _ 2 taz bees. * 

人 二 下 

(1) Q(z) 比 P(z) 至 少 高 两 次 ， 

(2) Q(z) 在 实 轴 上 无 零点 ， 

(3) R(z) 在 上 半 平 面 Im 20 内 的 极点 为 z, (4 二 1,2,…,n), 则 有 


I SE EE RR E 21) 


R(z) = 


5 n 
| Rix)da = 2xi > JResLRGO , z]. 


irai k=1 


”为 了 计算 这 种 类 型 的 积分 , 取 积分 路 
径 如 图 5.2 所 示 , 其 中 Cx 为 上 半圆 周 :> 
— Re" (0 过 9 过 x) ,作为 辅助 曲线 , 取 尺 适 


当 大 ,使 R(x) 二 到 (各 所 有 的 在 上 半 平面 


内 的 极点 z 都 包含 在 积分 路 径 内 , 依 留 
数 定理 有 图 5.2 


R n 
| RcGodz || RGOde = 2x D ResERGO s]. 
=R CR k=1 


在 Cr 上 令 z —Re", Wf 
Í PG), E i PGÀe^)iRe" 
cp Q(z) o. QQge?) 
因 Q(z) 的 次 数 比 P(z) 的 次 数 至 少 高 两 次 ,于 是 有 
zP(z) _ Re*P(Re*) 


Q(z) E Q(Ge?) —-0,À3:|z|—R-ocoH. 


d0. 


所 以 
PCJ 
lim A Qo dz = 0. 
从 而 有 | 
— n 
x Syd - 2ri 2 Res RGO Erk 
如 果 RCz) 为 偶 函 数 , 则 


十 co 十 co n 
[ Ræder = i| Rods = ri P ResERGO «1. 
0 zen k=1 


+00 gov 
例 5.25 计算 积分 | Er L. 


fg XE Ple)=z7—z+2, QC) =z +102 +9, QGO fESE S E 


无 零点 ,因此 积分 是 存在 的 . 函数 R(z) = LETT 有 四 个 简单 极 
z OE 11-9 


Res[ RC22 ,i]— lim(z — D zzi 


(z—D(z-J4- DG? +9) 


Eu 
16 ' 
MNT 到 一 > 十 2 
Sol Ra Ste TB Te E a 
MW 
48 ^ 


所 以 
| rt —r+2 TN 
-> zt 4-102? +9 
= 2xi{Res[R(z),i] + Res[ RCz2,3i]) 
l4141,3-—714. 5x 
16 ii 48 ] l2 
$5.3.3 HAN [T Riar (a2 0) 的 积分 


RGOJ& R AX ,在 实 轴 上 无 奇 点 . 则 
I Rae dz— E De e dx 


= 2xi[ 


- dal C Ren Ca a 
k=1 


其 中 fO SER) ,zi 为 f(z) 在 上 半 平 面 的 奇 点 . 

为 了 后 面 的 积分 估计 , 我 们 先 来 介绍 车 尔 当 (Jordan) 引 理 : 

定理 5.9( 若 尔 当 引 理 )” 设 函数 g CO TE HL CIL 0, Karg x 二 0,， 
Ro 三 |z| 志 十 oO (Ro 宇 0,0 过 901 二 0 二 x) 上 连续 ,并 设 Cr 是 该 闭 区 域 上 
的 一 段 以 原点 为 中 心 ,R(R 二 Ro) 为 半径 的 圆 弧 .车 当 zx 在 这 闭 区 域 上 
时 ， 

limg(z) 二 0， (5. 9) 

则 对 任何 a 之 0, 有 


lim | g(2e^dz = 0. 
CR 


证 由 (5.9) 式 可 知 , 对 于 任 给 的 :s 关 0, 存 在 Ri Ce) — 0, fib 24 
R>R;: Ce) 时 ,对 一 切 在 .Ce 上 的 zx, 有 
| g&) | « e 
于 是 


| gGDe*dz|— ||” eRe" Reridg| 
Cg 8, 


<Re| etas = Re fi +f Jeran 
0 0 T 


T 2Re| esine gg, 
0 


因为 当 0 委 % 委 广 时 ,由 微分 学 的 知识 
易 证 
B ec nin d 
T 
或 从 图 5.3 看 出 ,在 y» sin 0 上 作 连 
2 


Lis = — 
ROOS DHEER y 0 显 mss 


然 对 0<0<3， 
: 2 
y: = sinQ Z yı = —6, 
x 
所 以 


<2Re | 3 pesto < aR e gg 
Hae 0 as 0 


| g(x)e” dz 
CR 


LEE) eR ne 
a a 
从 而 有 


lim | g(e^dz 一 0. 
及 一 十 co， CR 


有 了 此 引 理 ,我 们 设 辅助 函数 为 ROO e^ , 作 图 5. 2 中 那样 的 区 
域 ,使 上 半 平 面 内 的 孤立 奇 点 均 含 在 上 半圆 内 . 由 留 数 定理 得 


R 
[ RGOe* dz | RGOe* dz 
—R CR 


—2zi > ;Res[ RC) e* sex 
reu 


M ei R(z)e™dz > 0, 所 以 


"PD et disi P(z) 
2 QGD* dx = 2ri Res S 


特别 说 来 ,将 上 式 分 开 实 部 与 虚 部 ,就 可 得 到 积分 


十 co 
D ços az dæ tR [.5 PS 


£15.26 计算 积分 


to cosr ” sinz 
I =f 2 zdz, I, RI dz: 
e c ER. a 


& n-[| Sauf 二 -dz 的 实 部 ， 


一 co X 


ec oed]. (5. 10) 


jsin ax dx. 


n-[ =E sema. 
容易 验证 ,函数 
PME u 
ddp. 
满足 若 尔 当 引 理 的 条 件 ,其 中 ,g(z) 一 二 + 二 ,函数 /(z) 在 上 半 平 面 内 
只 有 一 个 简单 极点 一 Wi 一 “可 在 下 半 平 面 ). 


十 co 
| x? ca — M 2xiRes[ f (2) ai] 
e 4* i e 
= 2xl lim(z — ai) ZG 
— 9,5. € TOM 
= 27i c feoeer 
比较 实 虚 部 得 
cos r Te 7" tor T 
[284 = " , | 器 za zx) 


在 8$5.3.2,8$5.3.3 所 述 的 积分 中 ,都 要 求 被 积 函数 中 的 ROO TE 
实 轴 上 无 孤立 奇 点 ,假如 R(z) 在 实 轴 上 有 孤立 奇 点 . 这 时 ,有 公式 


十 co zd 
| f(z) dr 2x C] Rest L(y] -- 
—eo k=1 


ER a]. (5. LIO 
z, 是 上 半 平 面 的 奇 点 ,zt 是 实 轴 上 的 奇 点 . 
例 5.27 ipm tas 
解 因为 | epg |T aa mho Tan mmt 
只 在 实 轴 上 有 一 个 简单 极点 z= 二 0, 由 公式 (5. 11) 我 们 有 
I S dr 2xi(0 + 二 Res[ ,0J) 


所 ri lim z - = mi; 
z=0 
比较 虚 部 得 | Iarr. dt 


te sinz T 
一 dx = —. 
0 a 2 


|' 85.4 对 数 留 数 与 辐 角 原理 


本 节 我 们 将 以 留 数理 论 为 依据 ;介绍 对 数 留 数 与 辐 角 原理 , 它 可 帮 
助 我 们 判断 一 个 方程 f (0 —0 各 个 根 所 在 的 范围 ,这 对 研究 运动 的 稳 
定性 往往 是 有 用 的 . 


$5.4.1 对 数 留 数 


定义 5.6 形 如 寺中 Las BUM O 关于 C 的 对 数 留 数 


事实 上 ,对 数 留 数 就 是 函数 Icom s ETEF C 


fic» 
内 的 孤立 奇 点 处 的 留 数 的 代数 和 . 
关于 对 数 留 数 ,我 们 有 下 面 的 一 个 重要 定理 : 
定理 5.10 如果 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 的 内 部 除去 有 限 个 极点 外 
是 解析 的 ,并 在 C 上 解析 且 不 为 零 , 则 有 
1 f'G) 
2xic f(z) 
其 中 ,N 为 f GE C VIE ERLEP] PCS P 7 f OO dE C 内 极点 的 总 个 
数 , 在 计算 零点 与 极点 的 个 数 时 ,m 阶 的 零点 或 极点 算 作 m. 个 零点 或 
极点 . ; 
证 X f/ GE C 内 有 一 个 zx 阶 的 零点 ak, 则 在 a, 的 邻 域内 ,有 
f), = (z —a^g(z), 
其 中 p(z) 是 这 一 邻 域 内 的 一 个 解析 函数 , 且 g(ai) 关 0, 于 是 有 
fX M 9 (z) 
RE acum s 
因为 p(z) 在 a, 处 解析 ,所 以 pg‘(z) 也 在 a, 处 解析 ,由 于 olar) 750. A. 
me se as 处 解析 ,所 以 ww x5 的 简单 极点 且 留 数 为 m. 
同样 , 设 f(z) 在 C 内 有 一 个 pi 阶 的 极点 br ME 5, 的 邻 域 内 ,有 


f) = 


dz = N—P, (5412) 


1 
ix RAI 


其 中 ,y(z) 在 bi 的 邻 域 内 解析 , 且 AD) 天 0, 于 是 有 
FO 85,siue 
Fez) z— b; i% glz) ` 


SAT C 在 bu 处 解析 ,因此 Er S 的 简单 极点 且 留 数 为 一 


如 果 f(z) 在 C WI 个 阶 数 分 别 是 7h, » 7102 , *** y Ni 的 零点 ais 
Q2 »*** 54, 和 m 个 阶 数 分 别 为 Dias s Pm 的 极点 bi sb urb AR dS 


上 面 的 讨论 和 留 数 定 理 得 
DR. f d f(z) 
deje Jo = 2jRe fo jn 之 ,Res[ fo bil 


= (nm 十 nz Tee +n) — (pi T£: stu) 
—N—P, 
于 是 定理 得 证 . 


$5.4.2 辐 角 原理 


34 C 是 一 条 简单 闭 曲 线 时 ,我 们 来 说 明定 理 5. 10 的 几何 意义 ,为 
此 ,将 对 数 留 数 改写 为 


1 f'() ac P d 
2niJc fi» dz 27 过 < zn f G2 ]dz 


(图 5.4). Ez 从 C 上 一 点 ze 出 发 , 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 而 回 到 原 出 
发 点 ze 时 ,lnf(z) 连 续 地 变化 ,其 实 部 In| f(z) | 从 Inl jzo)| 开 始 连续 
变化 最 后 又 回 到 In| fO) 1, 但 其 虚 部 通常 不 回 到 原来 的 值 . 令 yo 为 
arg f(zo) 在 开始 时 的 值 ,y, 为 其 绕 行 后 的 值 ,于 是 有 


if fn. 1 "m 
"I Ges deo gis (En | fC) igi [ln | fC) |+ igo]) 


gı — €» — Acarg f(z) 
2x 2n : 


其 中 Acarg ORR z W C 之 正 向 绕 行 一 周 后 arg f(z) 的 改变 量 , 它 
是 2r 的 整数 倍 . 
从 而 可 将 (5. 12) 式 写成 


N ire sl asse. Ya. (5.13) 
2x 


(5.13) 式 可 表述 为 :f(z) 在 C 内 的 零点 个 数 减 去 极点 个 数 ,等 于 当 点 z 
W C 正 向 移动 一 周 时 ,z R w= Sf (在 多 平面 上 ) 绕 原点 移动 的 圈 


数 . 
特殊 情形 : 如 果 f(z) 在 C 内 解析 , 则 了 二 0. 于 是 45. 13) 式 成 为 
N= Acarg Kx». 
T 
我 们 可 以 利用 (5. 13) 式 计算 f(z) 在 C 内 零点 的 个 数 ,因此 ,有 下 面 的 
辐 角 原理 : 


定理 5. 11( 辐 角 原 理 ) 在 定理 5. 10 的 条 件 下 , f(z) 在 C 内 部 的 
零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 , 等 于 当 z 沿 C 之 正 向 绕 行 一 周 后 arg f(z) 
的 改变 量 Acarg f(z) 除 以 2x, 即 


N— P= Lae fez): 
2r 


特别 地 , 当 f(z) 在 C 上 及 C 内 部 解析 且 f(z) 在 C 上 不 为 零 时 , 则 有 


N= d Aere PN 
2 


$5.4.3 f&Bk(Rouché) zE 3 


从 辐 角 原理 还 可 推出 一 个 很 有 用 的 结果 . 

定理 5.12 设 函 数 f(z) 与 g(z) 在 简单 闭 曲线 C 上 及 C 内 解析 . 
且 在 C 上 |f(z)| 二 |g(z)|, 则 在 C 内 f(z) 与 f(z) 十 g(z) 有 相同 个 数 
的 零点 . 

证 设 f(z) 及 f(z) 十 g(z) 的 零点 个 数 分 别 为 M 及 N. 由 于 在 C 
上 |g(z)| 二 | f(z)|, 又 因 

VPTrzlmel£fi-bald95, 

因此 f(z) 与 f(z) 十 g(z) 在 C 上 均 无 零点 .由 辐 角 原理 知 


N= gzAcargl f(e) 4- gG2] 


d g(z) 
g, Acarg f CO [1 ^m nor 


——————— D 


E -. Acsi f zs 二 Acarg (1 E s glz) ) ; 
x 


2x F 
HFE CEE 1g Golpe E fGo | Bo ; 

gi) 

f| 
HO z 在 C 上 移动 时 ,对 应 的 点 多 5 
总 落 在 以 1 为 中 心 ,1 为 半径 的 圆 内 (图 5. 5). 
由 于 函数 

P g(z) " 

w 二 Lr 图 5.5 


连续 , 故 经 此 变换 后 C 的 像 T 仍 是 一 闭 曲 线 , 且 丁 完全 落 在 上 述 圆 内 ， 
它 决 不 绕 过 坐标 原点 w= 二 0, 故 


Ap arg w = 0, 
从 而 有 
Acarg(1 cT Es ) 一 0. 
最 后 便 得 到 
N= 元 Acarg fé) =M. 
定理 证 毕 . 


利用 侨 欣 定理 有 时 就 可 以 决定 解析 函数 在 区 域内 的 零点 个 数 . 

例 5.28 求 方程 一 5z 一 2z 十 1==0 在 |z| 过 1 内 根 的 个 数 . 

解 令 f(z)= 二 一 5z’ 十 1,，g(z) 二 zs 一 2z, 因 为 当 |z|==1 时 ,我 们 
有 |f(z)| 宇 |5z’| 一 1 二 4, 而 |g(z)| 志 |z*| 和 十 2|z| 二 3, 所 以 给 定 的 方程 
fE| z| —1 内 根 的 个 数 与 一 5z’ 十 1 在 |z| 二 1 内 零点 的 个 数 相 同 , 即 5 
"Ts. 

£15.29 WER: HE z —2 4-12—0 的 根 都 在 圆 环 1 一 | 2| —2 内 . 

证 设 f(z)= 二 xz +12, g(z) 二 一 .此 两 函数 都 在 全 平面 为 解 
析 ,而 在 |z| 王 2 上 ,有 

| I: la> 2* —12 2 2? Sig GO |. 


B F()—z —z-12—f(GG)--gGM5 f(z) 在 |z| 二 2 内 有 相同 个 数 的 
零点 .但 f(z)==z' 十 12 的 7 个 零点 就 是 (一 12)+ 的 7 个 值 ,它们 的 模 都 
4T 12-2. B z/ —2--12—0 在 |z| 过 2 内 有 7 个 根 . 又 在 |z|=1 
È; 
AS TAT SS aE T 
S F(z) 与 f(z) 在 |z| 二 1 内 有 相同 个 数 的 零点 .但 f) — 2 0-12 在 
|z| 二 1 内 没有 零点 , 故 F(z) 在 |z| 二 1 内 也 没有 零点 . 而 在 |z| 王 1 E, 
| Fle | 12—2 0, 

所 以 FG —z/ — 2 -12—0 的 全 部 根 (7 个 ) 都 在 圆 环 1 二 1z| 到 2 内 . 

例 5.30 用 儒 吹 定理 证 明代 数学 基本 定理 :n 次 多 项 式 

P(z)—az-azd:sdazca Cao Æ 0) 

必 有 nn 个 根 ( 即 P(z) 有 7 个 一 阶 零点 ). 

证 令 f(2)= 二 wx ，g(z) 二 qz! 十 … 十 a,，, 当 zz 在 充分 大 的 圆周 C: 


jz| 一 R 上 时 (例如 , 取 Rma [77771114] 


[ao | 
IgG Ila | R 十 … 十 | amı | R+| a, | 
ha a | RT 
«la E= fN. 
WERKER P= fO - gGO0 5S f(z) 在 C 内 部 有 同样 多 的 零 
点 , 即 n 个 零点 . 


本 章 研 究 了 留 数 理论 的 基础 一 一 留 数 基本 定理 以 及 其 在 定 积分 计 
算 中 的 应 用 ,并 讨论 了 由 留 数理 论 导出 的 辐 角 原 理 和 颂歌 定理 ,学 习 要 
点 如 下 ， 

1. 本 章 研 究 的 主要 内 容 就 其 实质 来 说 是 解析 函数 积分 理论 的 继 
续 , 前 述 第 三 章 的 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 就 是 留 数 基本 定理 的 
特例 .我 们 知道 留 数 的 定义 是 用 孤立 奇 点 处 的 洛 朗 级 数 负 一 次 震 项 的 
系数 来 定义 的 , 贸 数 基本 定理 把 解析 函数 沿 封闭 曲线 的 积分 计算 问题 


转化 为 求 函 数 在 该 封闭 曲线 内 部 各 个 孤立 奇 点 处 的 留 数 问题 ,这 充分 
显示 了 留 数 的 积分 表达 形式 在 解析 函数 的 积分 计算 中 所 具有 的 重要 价 
值 。 对 此 我 们 应 有 明确 的 认识 。 

2. 函数 在 其 极点 的 留 数 计算 极为 常见 。 如 把 “函数 的 零 阶 导 数 ” 
定义 为 “函数 本 身 ”, 则 当 zo 为 f(z) 的 m 时 ,可 以 有 统一 公式 : 


Res[ f(z), zo] = gip ir lim Ic, E pip "f(z)] 


1! 
(m 为 正 整 数 )， 
这 自然 就 把 求 留 数 的 问题 转化 为 求 导数 和 极限 的 问题 了 . 

3. 留 数 理论 为 计算 某 些 类 型 的 实 变量 函数 的 定 积 分 和 反常 积分 
提供 了 极为 有 效 的 方法 ,尤其 是 对 那些 计算 比较 复杂 、 或 不 能 直接 用 不 
定 积分 来 计算 的 定 积 分 , 留 数 理论 的 实用 价值 就 得 到 了 充分 的 体现 . 其 
至 对 那些 用 普通 方法 也 能 求 出 来 的 定 积 分 ,如 果 应 用 留 数理 论 计算 同 
样 也 比较 简捷 省 力 . 


工 何谓 函数 在 孤立 奇 点 处 的 留 数 ? 孤立 奇 点 的 分 类 对 于 计算 留 数 的 作用 是 
什么 ? 

2. 如 何 计算 函数 在 极点 处 的 留 数 ? 如 何 计算 函数 在 本 性 奇 点 处 的 留 数 ? 

3. 留 数 定理 的 内 容 是 什么 ? 其 证 明 依 据 是 什么 ? 怎样 运用 留 数 定理 来 计算 
积分 (包括 解析 函数 沿 封闭 曲线 的 积分 和 某 些 实 积 分 )? 


5.1 [8] z—0 是 否 为 下 列 函 数 的 孤立 奇 点 ? 


eat. (2) cot 二 ; (3) 二 


sin z^ 
5.2 找 出 下 列 各 函数 的 所 有 零点 .并 指明 其 阶 数 : 
z P, 


a) (2) zsin z; (3) 2 (e —1). 


5.3 — 各 属 何 类 型 (如 是 极点 ,指出 它 的 阶 数 ): 


z—1 sin z 1 


adr Mer: (39 iin zT cos £' 
J In(14-2) xd 
(4) Ze (5) "TER: (6) e i. T 


5.4 证 明 : 设 函数 f GO EO |[z—z|«6(-—8-—- o9) WARE ET. AA zs 是 
f(z) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 lim f (2) — 69 


5.5 如 果 f(z) 与 g(z) 是 以 zo 为 零点 的 两 个 不 恒 为 零 的 解析 函数 , 则 


Ee 一 lim Hx (或 两 端 均 为 oo). 
g-e zeto 


= (z E ED x 
[s EIE E Go — e) EE WER BE] 
5.6 问 oo 是 否 为 下 列 各 函数 的 孤立 奇 点 ? 

sin z 
VI 0 
5.7 求 出 下 列 函 数 在 孤立 奇 点 处 的 留 数 ; 


e*—1 zi sin 2z 
orem s o» mearum 6 ve Di 


; (sj hx 


z sin z ch z’ 


5.8 利用 留 数 计算 下 列 积分 : 
dz e 
wf, zsin z? e» P (z— DT) f 


e^ . sinz | 
e$ 1 "e $.4 Bl! 


dz 
e$ c upa p "PERK, a1 1. bI Ll a1<161). 
5.9 判定 * 一 co 是 下 列 各 函数 的 什么 奇 点 ,并 求 出 在 co 的 留 数 : 


1 
zx(z 十 1)2(z 一 4) 


(4) z'sin 十; (5) 


D edes 
z 


(D sin z—cos z; (2) 


5.10 E 


15 


z 
D$. , Pis E e$. GUEDIG E234 
5.11. RAA FF(z) 在 有 R<|z 一 z| 雪 十 co 的 洛 朗 级 数 展 开 式 为 
f(z) = $C, G— x)" ,求证 :Res[f(z) ,99]— —C.. 


1 一 一 co 


5.12 求 下 列 各 积分 之 值 : 


茜 夫 入 办 入 从 从 全 办 肌 全 从 入 重 分 分 从 从 党 们 信 午 夭 靳 而 办 从 从 分 兴 从 从 信 兴 本 匡 兴 答 入 乔 入 分 兴 分 信 从 个 分 和 天 入 凑 泊 从 因 从 分 委 信 估 入 全 入 逢 六 入 入 乔 秃 分 办 办 分 信 仙人 魏 入 同名 eem XE 


2x dà 2x . dà e 
(1) f a-keos 9 (aD; (2) i 5+ 3čos 8) 


mes z? 全 cos x ! 
of” td aSo | api 


: 
(5) yii Tie (6) [* Lp dr(a20,50. 


5.13 证 明 :x: 十 6z 十 1 一 0 有 三 个 根 在 圆 环 域 : 方 三 |<|<2 m. 


5.14. JE z'—5z-1—0 Elz —1 5 1— 1 zl 2 内 各 有 几 个 根 . 
5.15 ”如果 a 二 e, 求 证 :方程 az" 在 单位 圆 盘 内 有 个 根 . 


前 面 几 章 主 要 是 运用 分 析 的 方法 (如 微分 、 积 分 、 级 数 展开 等 ) 来 讨 
论 复 变 解析 函数 的 性 质 和 应 用 . 而 从 几何 的 观点 来 看 ,一 个 复 变 函数 
也 一 jz) 实 际 上 给 出 了 = 平面 上 的 一 个 点 集 到 也 平面 上 一 个 点 集 的 
映射 . 研究 这 种 映射 关系 ,可 以 使 我 们 对 解析 函数 有 更 深刻 的 认识 . 本 
章 主要 讨论 由 解析 函数 构成 的 共 形 映射 0 及 其 一 些 重要 特征 ,重点 讨 
论 由 分 式 线性 函数 构成 的 映射 . 共 形 映射 在 解决 流体 力学 、 电 磁 学 、 传 
热学 等 实际 问题 中 ,发 挥 了 重要 的 作用 . 


| $6.1. 共 形 映射 的 概念 


探讨 复 变 函数 映射 的 几何 特性 ,首先 是 要 和 弄 清 楚 复 平面 上 的 一 个 
点 集 (曲线 或 者 区 域 ) 与 它 的 像 集 之 间 的 对 应 关系 . 我 们 知道 ,在 单 变量 
实 函 数 中 ,导数 被 用 来 刻画 因 变 量 相 对 于 自 变 量 的 变化 情况 ,和 且 具有 相 
当 明 显 的 几何 意义 .那么 ,一 个 复 函 数 的 导 函 数 将 会 刻画 什么 样 的 关系 
呢 ? 又 有 什么 样 的 几何 意义 呢 ? 

$6.1.1 导 函 数 的 几何 意义 

在 讨论 导 函 数 的 几何 意义 之 前 ,我 们 要 先 给 出 两 个 概念 ,用 来 描述 
像 曲 线 与 原 曲线 之 间 的 变化 特征 . 

1. 伸缩 率 与 旋转 角 


如 图 6.1,C 是 z 平 面 上 过 zo 点 的 曲线 ;经 函数 ww 三 f(z) 映 射 为 
平面 上 过 w 点 的 曲线 卫 , 其 中 w= fC). EHR CE zo 点 附近 任 取 


O 某 些 书 中 称 为 “ 保 形 映射 ” 


一 点 z—z,-- Az— zs - | Az| e? MWER D EE OSEE RR w= w d- Aw 
—wy | Aw|e*. 显然 当 |z 一 zo | 较 小 时 ,|w 一 wo | 与 1z 二 zo1 的 比值 近 
似 地 反映 了 曲线 C 在 zo 点 附近 经 函数 w 三 f(z) 上 映射 后 被 拉 伸 或 者 被 


压缩 的 倍数 . 特别 地 , 当 z 沿 曲线 C LSU #lim o ule 


|z— zo | 


在 , 则 此 极限 值 称 为 曲线 C £5 PRÉC — f(z) 映 射 后 在 zo 处 的 伸缩 率 


另 一 方面 , 设 曲线 C 在 > 处 的 切线 倾角 为 bo HRT E w 处 的 
切线 倾角 为 go; 则 qo 一 0 称 为 曲线 CARA w= fO BEER TE zo 处 
的 旋转 角 , 它 刻画 了 由 曲线 C 在 zo 处 的 切线 转动 到 曲线 D TE wo 处 的 
切线 所 需 转 过 的 角度 . 

可 以 看 出 ,伸缩 率 与 旋转 角 完 全 描述 了 在 w= f(z) 映射 下 曲线 芽 
相对 于 曲线 C 的 变化 特征 .下面 我 们 将 看 到 , 当 函 数 w= f(z) 解 析 时 ， 
这 两 个 特征 可 以 由 导数 的 模 与 辐 角 定量 给 出 . 

2. 伸缩 率 不 变性 

现 假设 函数 wo — f(z) 在 区 域 D KHz ED, E f Ceo). RA 
前 面 的 记号 ,并 由 导数 的 定义 可 得 

Aw | Aw | e* | Aw | ein? 


inam —: ^ri er VE Md 
因此 有 


Se Ag 
LFC m AP 


根据 伸缩 率 的 概念 可 知 ,导数 的 模 | Go | 实际 上 就 是 曲线 C 经 
函数 也 二 A(z) 映射 后 在 z。 处 的 伸缩 率 . 由 于 函数 w= 二 f(z) 可 导 , 因 此 
| 了 (zo)| 只 与 zo。 有 关 , 而 与 曲线 C 本 身 的 形状 和 方向 无 关 , 即 对 经 过 
zo 点 的 任何 曲线 C, 经 w= 二 f(z) 映 射 后 在 zo 点 均 有 相同 的 伸缩 率 . 因 
此 称 这 种 映射 具有 伸缩 率 不 变性 . 

3. 旋转 角 不 变性 与 保 角 性 

由 式 (6. 1) 还 可 得 

arg f (z) = lim(g— 6) = go — bo. (6.2) 

同样 根据 旋转 角 的 概念 可 知 ,导数 的 辐 角 arg / Co ) 就 是 曲线 C 
经 函数 ww 二 f(z) 映 射 后 在 zo 处 的 旋转 角 , 它 也 与 曲线 C 本 身 的 形状 与 
方向 无 关 . 因此 称 这 种 映射 具有 旋转 角 不 变性 . 

另外 , 设 在 区 域 D 内 还 有 一 条 过 xi 点 的 曲线 C'( 图 6.1), 经 函数 
ww 三 f(z) 映 射 后 的 曲线 为 ,上 且 C' 在 xz。 处 的 切线 倾角 为 0 T YE we 
处 的 切线 倾角 为 wm , 则 有 

arg f'(m) — 9 — br. (6.3) 
由 式 (6. 2) 5 (6.3518 
917 99 — 0; — 6,. 
即 这 种 映射 保持 了 两 条 曲线 的 交角 的 大 小 与 方向 不 变 , 称 此 性 质 为 保 
角 性 . 

特别 指出 的 是 ,f(zo) 关 0 是 必要 的 ,否则 保 角 性 将 不 成 立 . 

例 6.1 RKA w= 在 xz 二 i 与 zs 二 0 处 的 导数 值 ,并 说 明 其 几 
何 意 义 . 

NE PM w—f(Go-—z 在 整个 复 平 面 上 是 解析 的 ,其 导 函 数 为 
f(z)=3z. 

(OD X z;—i, f'(0— —3-—3e*, B3 IE BRE 8] w— z^ 在 zi 二 i 处 具有 
保 角 性 且 伸 缩 率 不 变 . 其 伸缩 率 为 3, 旋转 角 为 n. 

(2) 对 z: =0, (0) 二 0, 从 图 6.2 中 可 以 看 出 ,映射 w= 二 x 在 
zz 二 0 处 不 具有 保 角 性 . 


$6.1.2. 共 形 映射 的 概念 


定义 6.1 对 于 定义 在 区 域 卫 AHRJ w= f(G)O. 如 果 它 在 D 内 
任意 一 点 具有 保 角 性 和 伸缩 率 不 变性 , 则 称 w= f (2) J& 88 — 36 08 fa RR 
射 ;如 果 它 在 D 内 任意 一 点 保持 曲线 的 交角 的 大 小 不 变 但 方向 相反 和 
伸缩 率 不 变 , 则 称 w= 二 f(z) 是 第 二 类 保 角 映射 . 

根据 前 面 的 讨论 ,可 得 下 面 的 定理 . 

定理 6.1 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f Go 750, BE rdg 
成 的 映射 是 第 一 类 保 角 映射 . 

关于 第 二 类 保 角 映射 ,我们 通过 下 面 的 例子 给 出 简单 的 说 明 . 

例 6.2 考察 函数 w=z 所 构成 的 映射 . 

R XCE EET ERSTE X — ox 有 


y 


|w— wl , |z—zo 
之 0 


limy] Um | 一 1( 即 极限 存在 )， 因 


Esa | 

此 映射 w= 二 x 具有 伸缩 率 不 变性 ;又 由 于 w==z 是 0 
关于 实 轴 对 称 的 映射 ,因此 它 使 得 曲线 的 交角 的 
大 小 不 变 但 方向 相反 (图 6. 3). 根据 定义 可 知 , 函 
数 w= 是 第 二 类 保 角 映射. 

定义 6.2 设 w=f(z) 是 区 域 D 内 的 第 一 类 
保 角 映射 . 如 果 当 m Ar 时 ,有 f(zi) 关 f(z2), 则 
称 f(z) 为 共 形 映射 . 


例 6.3 考察 函数 w—e 构成 的 映射 . 
解 hF ow—e 在 复 平 面 上 解析 且 (e) 天 0, 因 此 它 在 任何 区 域 
内 均 构 成 第 一 类 保 角 映射 . 但 它 不 一 定 构成 共 形 映射 . 如 在 区 域 


0-Im zz 过 4x 内 , 取 z, —-i, z, — (2x-- 4 Ji, Jl] en —e* = 二 i, 因 此 不 构 
2 2 


成 共 形 映射 ; 而 在 区 域 0 二 Im z—2zx Wwe 是 共 形 映射 . 
因此 , 共 形 映射 的 特点 是 双方 单 值 且 在 区 域内 每 一 点 具有 保 角 性 
和 伸缩 率 不 变性 . 


| $6.2 共 形 映射 的 基本 问题 


根据 理论 和 实际 应 用 的 需要 ,对 于 共 形 映射 ,我 们 主要 研究 两 个 方 
面 的 问题 . 

问题 一 ”对 于 给 定 的 区 域 D 和 定义 在 D 上 的 解析 函数 岂 == f(z)， 
求 像 集 G= CD) ,并 讨论 f(z) 是 否 将 D 共 形 地 映射 为 G. 

问题 二 ”给 定 两 个 区 域 D 和 G, 求 一 解析 函数 w= fe), [18 
f(z) 将 D 共 形 地 映射 为 G. 

其 中 第 二 个 问题 称 为 共 形 映射 的 基本 问题 , 它 更 具有 实用 价值 ,但 
也 更 为 困难 . 本 节 对 这 两 个 问题 只 给 出 一 般 性 的 理论 描述 ,基体 求解 将 
在 后 面 的 几 节 中 进行 .另外 ,本 节 中 所 涉及 的 有 关 定 理 的 证 明 均 较为 复 
ARAM. 

实际 上 ,对 于 问题 二 ,我 们 只 需 考虑 能 把 D 变 为 单位 圆 内 部 即 可 . 
这 是 因为 车 存在 函数 £== f(z) 把 DD 变 为 |&| 二 1, 而 函数 E= g Cu d G 
2E 95 | e| 1, NJ w=g fE D 映射 为 G( 图 6.4). 


(b) (c) 


$6.2.1 解析 函数 的 保 域 性 与 边界 对 应 原理 


对 于 问题 一 ,有 下 面 两 个 定理 : 

定理 6. 2( 保 域 性 定理 ) 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 不 恒 为 
常数 , 则 像 集合 G 三 f(D) 是 区 域 . 

定理 6.3( 边 界 对 应 原理 ) RKR D 的 边界 为 简单 闭 曲 线 C, 
函数 w= jz) 在 万 =DUC 上 解析 , 且 将 C 双方 单 值 地 映射 成 简单 
B] dii D. 24 z 3$ C 的 正 向 绕 行 时 ,相应 的 这 的 绕 行 方向 定 为 卫 的 
正 向 ,并 令 G 是 以 卫 为 边界 的 区 域 , 则 w= f(z) 将 D 共 形 映射 
成 G. 

在 这 两 个 定理 中 ,定理 6. 2 说 明了 解析 函数 把 区 域 变 为 区 域 , 而 定 
EE 6.3 则 为 像 区 域 的 确定 给 出 了 一 个 一 般 性 的 方法 . 即 并 不 需要 对 整 
个 区 域 D 进行 考虑 ,而 是 只 需求 出 D 的 边界 C 所 对 应 的 曲线 卫 及 其 
方向 , 则 以 有 向 曲线 卫 为 边界 的 区 域 就 是 像 区 域 . 这 一 方法 对 于 问题 
二 的 求解 也 是 有 用 的 . 

这 里 应 特别 注意 的 是 本 的 方向 . 如 图 6.5, 区 域 忆 在 曲线 C 的 内 
部 ,在 C 上 沿 逆 时 针 方向 取 三 点 zi zo ,zs MA w= fa C 与 zl， 
E2523 分 别 映射 为 T 和 wi, w ws. 若 Wi y 302.9 008 15,182 336 Bs] 75 18] HE 
F), MRK GET HAR, TU -GET 的 外 部 . 


Ws 


D 


(a) (b) 


图 6.5 


例 6.4 设 区 域 D={z:0<arg ey 0c |z| 1) oR IX S D 在 
Rit w= 下 的 像 区 域 G. 


解 ” 如 图 6.6, 设 区 域 DD 的 边界 为 Ci 十 Cs 十 C; ,其 中 Ci 的 方程 为 
z 一 ee(0 从 0 到 二), 相 应 的 像 曲线 D, 的 方程 为 


w= e? = e*(o)JAo 85, 


C; 的 方程 为 z=iy (> 从 1 到 0), 相 应 的 像 曲线 D» 的 方程 为 
vw =i(— y) = iv (v A — 1 Jj 0); 


C, 的 方程 为 z= 二 x (x A 0 R1), ARHAR D. 的 方程 为 
w= r = u (u M 0 #1). 
因此 像 区 域 为 


G= {w:0<| w|<1, 0< arg w< 29). 


$6.2.2 共 形 映射 的 存在 唯一 性 


对 于 问题 二 ,我 们 首先 要 探讨 一 下 这 样 的 函数 是 否 存在 ,如 果 存 在 
又 是 否 唯一 . 关于 这 两 点 ,可 以 先 来 看 看 下 面 的 两 个 事实 . 

(1) 关于 存在 性 ” 当 区 域 卫 为 下 面 两 种 情况 之 一 时 ,将 不 存在 解 
析 函 数 , 使 之 保 形 地 映射 为 单位 圆 内 部 . 第 一 ,区 域 是 扩充 复 平面 ;第 
二 ,区 域 是 扩充 复 平面 除去 一 点 (不 妨 设 为 co 点 ,如 果 是 有 限 点 ,只 


需 作 一 映射 e= :一 一 即 可 ). 无 论 哪 一 种 情况 ,如 果 存 在 函数 w= (CO 
将 它们 共 形 映射 为 |w| 1. /(z) 在 整个 复 平面 上 解析 , 且 | 7(z=) | 一 1. 


”根据 刘 维 尔 定理 ( 见 $ 3.40. f(z) 必 和 恒 为 常数 . 这 显然 不 是 我 们 所 要 求 的 
映射 . 

(2) 关于 唯一 性 ”一般 说 来 是 不 唯一 的 ,例如 ,对 任意 给 定 的 常数 
,映射 w= 二 ze% 均 把 单位 圆 内 部 映射 为 单位 圆 内 部 . 

那么 ,到 底 在 什么 情况 下 , 共 形 映射 函数 存在 且 唯 一 呢 ? 黎 曼 
(Riemann) 在 1851 年 给 出 了 下 面 的 定理 , 它 是 共 形 映射 的 基本 定理 . 

定理 6. 4( 黎 曼 存 在 唯一 性 定理 ) 设 DD 与 G 是 任意 给 定 的 两 个 
单 连 域 ,它们 的 边界 至 少 包 含 两 点 , 则 一 定 存在 解析 函数 w= fO 3E 
D 保 形 地 映射 为 G. 如 果 在 DD 和 G 内 再 分 别 任意 指定 一 点 z。 和 wo ,并 
任 给 一 实数 0, C 0, SO ,要 求 函 数 多 三 f(z) 满 足 f(zo) 二 wo H 
arg f' (zy) —6, DI BR ST w= f (GO J&E— lg. 

黎 曼 存在 唯一 性 定理 肯定 了 满足 给 定 条 件 的 函数 的 存在 唯一 性 ， 
但 没有 给 出 具体 的 求解 方法 . 事实 上 ,对 一 般 情况 而 言 , 具 体 求解 是 比 
较 困 难 的 . 因此 ,下 面 我 们 只 是 针对 某 些 初等 函数 特别 是 分 式 线性 函数 
所 构成 的 映射 进行 讨论 . 


| $6.3 分 式 线性 映射 


由 分 式 线性 函数 


和 
cz +d 


构成 的 映射 , 称 为 分 式 线性 映射 . H AE 7 A SX ETE BRA 特别 地 ， 
24 c—0 时 , 则 称 为 ( 整 式 ) 线 性 映射 . 分 式 线 性 映射 在 理论 和 实际 应 用 
中 都 是 非常 重要 的 一 类 映射 . 


$6.3.1 分 式 线性 函数 的 分 解 

要 胡 清 分 式 线性 函数 的 映射 特征 ,我 们 只 需 对 下 面 四 种 简单 函数 
进行 讨论 . 

(1) w-ztb “(5 为 复数 ); 

(2) w= 二 ze% n (0; 为 实数 ); 


w = 


(3) w=rz (r>0); 


UD uie. 
z 


这 是 因为 任何 分 式 线性 函数 总 可 以 分 解 为 这 四 种 形式 的 复合 . 即 
对 (6.4) 式 ,我 们 有 : 当 c 二 0 时 ， 


By £m a b 
sies ^7 uiris (6. 5) 
M coit, 
å Nx tb a bc — ad 
w 一 


"atd c sæta 
例 6. 5 ”将 分 式 线性 映射 w= 分 解 为 四 种 形式 的 复合 . 


ED 一 全， -B( . ^x 
解 、w 一 > 证 一 2 十 = 二 1 一 2 十 26 下 ( 5 让, 其 复合 过 程 为 


XL 


因此 ,知道 了 这 四 种 函数 映射 的 几何 性 质 , 就 可 以 知道 一 般 分 式 线 
性 函数 所 确定 的 映射 的 特征 . 另外 ,由 (6. 5) 式 还 可 以 看 出 ,前 三 种 函数 
构成 ( 整 式 ) 线 性 映射 .因此 ,分 式 线性 映射 也 可 以 分 解 为 ( 整 式 ) 线 性 映 


射 与 w= 二 所 构成 的 映射 的 复合 . 这 样 在 后 面 的 讨论 中 ,有 时 会 根据 需 


要 ,只 对 ( 整 式 ) 线 性 映射 与 w 一 二 进行 讨论 ,而 不 必 细 分 为 四 种 形式 . 


l. 平移 .旋转 与 相似 映射 

为 了 讨论 方便 ,z 与 w 放 在 同一 复 平 面 上 . 

OD 平移 映射 : w= 二 z 十 b. 

令 z= 二 zr 十 iy, b=b, +ib: w=u tiv, MA u-—rcb.v—ydb.ul 
6.7, 它 将 曲线 C 沿 的 方向 平移 到 曲线 工 . 

(2) 旋转 映射 : w= ze”, 

4 z= 二 re*, 则 有 w-re"'^". 如 图 6. 8, 它 将 曲线 C 绕 原 点 旋转 到 


Hl D. 34 0,70 时 , 逆 时 针 旋 转 ; 当 4, 二 0 时 , 顺 时 针 旋 转 . 


(3) 相似 映射 : w— rz. 

4 z-—pe" WI w- roe". 如 图 6.9, 它 将 曲线 C 放大 (或 缩小 ) 到 
曲线 .相似 映射 的 特点 是 对 复 平面 上 任意 一 点 
z, 保 持 辐 角 不 变 ,而 将 模 放 大 (7 二 1) 或 者 缩小 (r 
<, 

2. 反 演 映射 


映射 zw 一 二 称 为 反 演 映 射 , 令 = 一 re", 则 也 


=Le” ,tlw iare w= —arg z. 由 | 也 | 图 6.9 
= 全 可 知 , 当 |z|<1 时 ,|ww| 之 1; 当 |z| 之 1 时 ,|w| 过 1. 因此 反 演 映 


射 w 一 过 的 特点 是 将 单位 圆 内 部 (或 外 部 ) 的 任 一 点 映射 到 单位 圆 外 部 


(或 内 部 ) , 且 辐 角 反 号 . 从 图 6. 10 中 即 可 以 清楚 地 看 出 ,映射 w 一 二 实 


际 上 可 以 分 两 步 进行 . 先 将 = 映射 为 wi ,满足 |w |=} H arg w = 


à FI 
arg zx; 再 将 wi 映射 为 w E lw) |w |H arg w- —arg wi. 从 几何 
角度 看 ,w 与 wi 是 关于 实 轴 对 称 的 ,那么 z 与 wi 的 儿 何 关系 是 什么 
呢 ? 


fs 一 


图 6. 10 图 6.11 


定义 6.3 设 某 圆 的 半径 为 RR,A,B 两 点 在 从 圆心 出 发 的 射线 上 ， 
HOA * OB—R' , 则 称 A MB 是 关于 圆周 对 称 的 (图 6. 11). 自然 地 , 规 
定 圆 心 与 无 穷 远 点 关于 该 圆周 对 称 . 

根据 这 一 定义 可 知 ,z 与 wi 是 关于 单位 圆 对 称 的 . 因此 ,映射 w= 


过 可 由 单位 圆 对 称 映射 与 实 轴 对 称 映 射 复合 而 成 . 事实 上 ,如 果 我 们 将 


ww 一 过 写成 * 一 立 与 由 一 # 的 复合 , 则 前 者 正好 是 单位 加 对 称 映 射 ,而 后 
者 正好 是 实 轴 对 称 映射 

为 了 方便 地 进行 后 面 的 讨论 ,对 反 演 映射 作 如 下 的 规定 和 说 明 . 

CD) 规定 反 演 映射 w= H z=0 映射 成 ww 一 co, 将 = 一 co 映射 成 
Ww=0; 

(2) 规定 函数 GO e = 一 so 点 及 其 邻 域 的 性 态 可 由 函数 8(6) 在 
6 一 0 点 及 其 邻 域 的 性 态 确定 ,其 中 6 二 ,8(6 一 8( 过 )= Sa. 按照 此 


规定 , 当 我 们 讨论 函数 FG YE 三 ce 点 附近 的 性 态 时 ,可 以 先 通过 反 演 
映射 将 f(z) 化 为 p(&) ,再 讨论 e CO TER GR IR IE BO PE S. 例如 , 若 p(6) 
在 6=0 处 解析 , 且 limg( 引 二 p40) 二 A. 则 可 以 认为 f G0 E zoo SURE 
Vr. Him f(z) — f(99) —A. 


$6.3.2 分 式 线性 映射 的 保 形 性 


首先 对 ww 二 二 进行 讨论 . 根据 前 面 的 规定 它 在 整个 扩充 复 平面 上 
是 双方 单 值 的 . 
4 2+0 和 天 co 时 ,mw 一 二 解析 且 和 一 一 点 天 0; 当 > 一 co 时 , 令 


xri 则 w=p(6) —&. 显然 eCO TE £—0 处 解析 且 p (0) —1250. A 
此 , 除 z—0 外 ,映射 w= ERE. 至 于 w 一 二 在 x 一 0 点 的 保 形 性 


可 由 x 一 志 在 ww 一 oo 点 的 保 形 性 得 到 . 
其 次 对 w= 二 az 十 b(a 关 0) 进 行 讨论 , 它 显然 是 双方 单 值 的 . 
当 ecol w=az+ 解析 且 便 一 a 关 0, 因 此 映射 mw 一 az 十 5 在 


Z 1 1 
< 关 吕 时 是 保 形 的 ; 当 =o, E77 M ui eO T 1s 


Tw 


fh eC E £0 BEBE B. o (0) 一 二 去 0, 因 此 映射 x 一 p() 在 6 一 0 处 是 


保 形 的 , 且 e=0 时 j=0. 又 由 上 面 的 讨论 知道 AM 在 wx 二 0 处 保 形 ， 


从 而 w=aztb Ez —ooAb 3E. 
这 样 ,我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 6.5 分 式 线性 函数 在 扩充 复 平面 上 是 共 形 映射 . 


$ 6.3.3 分 式 线性 映射 的 保 圆 性 


以 下 如 无 特别 说 明 ,我 们 均 把 直线 作为 圆 的 一 个 特例 . 即将 直线 看 
作 是 半径 为 无 穷 大 的 圆 . 在 此 意义 下 ,分 式 线 性 映射 能 把 圆 映 射 成 圆 . 

从 前 面 的 分 析 中 ,我 们 已 经 了 解 到 ,一 个 分 式 线性 函数 所 确定 的 映 
射 可 以 分 解 为 平移 .旋转 ` 相 似 及 反 演 映射 的 复合 . 前 三 种 映射 显然 把 


圆 映 射 成 圆 . 因此 只 需 证 明 反 演 映 射 w 一 二 也 把 圆 映射 成 圆 . 


4 z= 二 Xz 十 iy; w=u+iù, Mh w 一 二 得 到 


u k^] 
Tay "UU yn yt 
对 于 > 平面 上 一 个 任意 给 定 的 圆 
AG? +y) --Br--Cy--D —0 ( 当 A = 0 时 为 直线 ), (6.6) 
其 像 曲 线 满足 方程 
DG? +v) --Bu—Cv --A —-0 ( 当 D=0 时 为 直线 ). (6.7) 

可 以 看 出 , 它 仍 然 是 一 个 圆 . 因此 我 们 可 得 如 下 定理 . 

定理 6.6 在 扩充 复 平 面 上 ,分 式 线性 映射 能 把 圆 变 成 圆 . 

值得 注意 的 是 ,从 式 (6.6) 和 式 (6.7) 中 还 可 以 看 出 ,由 于 当 D=0 
时 ,所 给 的 圆通 过 原点 ,经 过 反 演 映射 后 ,原点 被 映射 到 无 穷 远 点 ,因而 
像 曲线 变 成 直线 ,这 是 一 个 很 重要 的 特性 . 事实 上 ,在 分 式 线性 映射 下 ， 
如 果 给 定 的 圆 上 没有 点 映射 为 无 穷 远 点 , 则 它 就 映射 成 半径 有 限 的 圆 ; 
如 果 有 一 点 映射 成 无 穷 远 点 , 则 它 就 映射 成 直线 . 特别 是 后 者 , 它 实 际 
上 给 出 了 一 种 从 圆 ( 或 者 弧 ) 变 到 直线 的 方法 ,这 对 于 我 们 构造 简单 区 
域 间 的 共 形 映射 函数 是 非常 有 用 的 . 

由 于 三 点 可 以 确定 一 个 圆 ,因此 当 我 们 求解 分 式 线性 映射 下 某 圆 
域 的 像 时 ,只 要 在 圆周 上 取 三 点 ,分 别 求 出 对 应 的 像 点 , 即 可 得 到 相应 
的 圆 和 圆 域 . 但 如 果 区 域 的 边界 是 由 多 个 弧 和 直线 段 组 成 时 , 则 必须 在 
每 一 段 弧 上 和 直线 段 上 各 自 取 三 点 进行 求解 , 且 所 取 的 三 点 中 最 好 包 
含 两 个 端点 . 


例 6.6 求实 轴 在 映射 zw 一 -下 的 像 曲 线 . 

解法 一 “在 实 轴 上 取 三 点 习 三 co,z 一 0,zs 一 1, 则 对 应 的 三 个 像 
点 为 wi 一 0,ws — 2, — Hi 由 此 得 到 像 曲线 为 |w 一 1| 一 1. 进一步 
还 可 得 到 ,上 半 平 面 被 映射 到 圆 的 内 部 ,而 下 半 平 面 被 映射 到 圆 的 外 
部 . 

解法 二 采用 分 解 方 式 并 结合 几何 特性 求解 


由 w 一 -一 2( 于;)e 可 得 ,所 给 映射 是 由 下 列 映射 


, 1 ET 
z = z+ i; z, — —, g = 2z;, w = zye? 
zı 


相继 实施 的 结果 . 图 6. 12 给 出 了 变化 过 程 . 其 中 n= 4A 
z: -EBJEXER EET LEGE RAHE. 


e) (€) © 
(a) (b) (c) 
e) (w) 
2 
一 2i 
(e) (f) 
图 6.12 


例 6.7 求 区 域 D={z:|z 一 1| 二 V2,|z 十 1| 二 V2} 在 映射 
w= F R. 

jg ”如 图 6.13, 区 域 卫 的 边界 为 C; 十 C:. 由 于 映射 将 一 i 与 i 分 别 
变 为 co 与 0, 且 C, 与 C fi 点 的 夹 角 为 地 ,因此 由 保 形 性 ( 含 保 角 性 ) 
与 保 圆 性 , 像 曲线 与 T 为 从 原点 出 发 的 两 条 射线 ; 且 在 原点 处 的 夹 
AIT 又 由 于 它 将 原点 映射 为 一 1, 因 此 很 容易 得 出 , 虚 轴 上 从 i 到 一 i 


的 线段 被 映射 为 左 半 实 轴 . 再 由 保 角 性 即 得 结果 . 
本 题 也 可 直接 在 Ci 与 C, 上 取 三 点 进行 ,其 中 应 包含 两 个 端点 i 
5-—i. 


(w) 
T, 


T, 


(a) (b) 
图 6. 13 


$6.3.4 分 式 线性 映射 的 保 对 称 点 性 


我 们 首先 给 出 关于 对 称 点 的 一 个 引 理 . 

引 理 6.1 扩充 复 平面 上 的 两 点 z; 与 z; 关于 圆 C 对 称 的 充 要 条 
件 是 通过 zi 与 z 的 任意 圆 都 与 圆 C EX. 

证 在 下 面 两 种 情况 下 ,结论 是 
显然 成 立 的 :(1) C 为 直线 ; (2) C 为 
半径 有 限 的 圆 且 zi 与 2; 中 有 一 个 为 
无 穷 远 点 . 因此 , 我们 仅 就 C 为 
[z—z;| =Æ=R(O<R<+2%)H z 与 z 


均 为 有 限 点 的 情况 加 以 证 明 . 

如 图 6. 14,L 为 过 zi 与 z WË 图 6. 14 
线 , 卫 为 过 zi 与 的 圆 . 卫 与 C 的 交 
FK zs. 

必要 性 :车 2 与 zz 关于 C 对 称 , 则 工 过 zo 点 ,; 故 与 C 正 交 ; 又 
由 定义 有 

| z =z |e] z2 CO— z |= R^ =| zs — 2 |’, 

根据 切割 线 定理 , 卫 也 与 C EX. 因此 过 z2 与 z 的 任意 圆 都 与 C IE 


充分 性 :车 过 zi 与 zz 的 所 有 圆 都 与 C 正 交 , 则 工 与 C 正 交 , 故 工 


过 zo Ao Bp Zo 9 之 1 9722 三 点 共 线 ;又 r5c 正 交 , 故 zi 与 Z2 在 Zo 的 同 
一 侧 , 且 zz 为 卫 的 切线 ,根据 切割 线 定理 得 
| za —z»l*l zz — zo |=| z3 — zo 75 R. 

因此 z 与 z: 关于 圆 C 对 称 . 

定理 6.7( 保 对 称 点 定理 ) E mon 关于 圆 C 对 称 , 则 在 分 式 线 
性 映射 下 ,它们 的 像 点 wi ,ws 关于 C 的 像 曲线 卫 对 称 . 

证 设 忆 是 过 mw: 5w 的 任意 一 个 圆 , 则 其 原 像 C 是 过 zi 与 z 
WA. 由 zi 与 z; 关于 C 对 称 , 有 C SC 正 交 ,由 保 角 性 了 与 卫 正 交 ， 
即 过 wi 与 w HERAS TEX. 因此 w 与 ws 关于 械 对 称 . 


806.8 求 一 分 式 线性 映射 vo 575 ,将 单位 圆 内 部 变 为 上 半 平 


面 . 

解 ”如 图 6.15, 所 求 分 式 线性 函数 要 把 单位 圆周 C. 映射 为 实 轴 
卫 , 并 将 单位 圆 域 DD 变 为 上 半 平 面 G. 不妨 设 它 将 DD 内 一 点 zi 三 0 变 为 
G 内 一 点 wi 二 i, 则 由 保 对 称 性 , 它 应 将 zz 三 5c 映射 为 ws — — i. 由 此 可 
得 


(6. 8) 


图 6.15 


b 
etd 
由 (6. 8) 与 (6. 9) 式 可 得 a — id ,b—id,c— — d. 因此 所 求 的 分 式 线 
性 映射 为 


0. (6. 9) 


”az 十 0 _ id(z+1) _./l+z 
ua T^ mU AE 
从 这 个 例子 可 以 看 出 ,所 给 问题 本 身 是 不 唯一 的 . 随 着 点 的 取 法 不 
同 将 会 得 到 不 同 的 函数 且 均 符合 要 求 . 但 同时 也 看 到 ,日 给 出 三 个 条 
件 , 则 分 式 线性 映射 就 被 唯一 地 确定 下 来 ,这 就 是 下 面 我 们 要 讨论 的 问 
题 . 


$6.3.5 唯一 决定 分 式 线性 映射 的 条 件 


分 式 线性 函数 中 看 起 来 有 四 个 系数 a,5b,c,d, 但 由 于 比例 关系 , 实 
际 上 只 有 三 个 是 独立 的 ,因此 应 该 可 以 用 三 个 条 件 来 完全 确定 . 

定理 6.8 在 平面 赴任 给 三 个 不 同 的 点 ,zi mom E w FHE 
也 任 给 三 个 不 同 的 点 wi w ,w;，, 则 存在 唯一 的 分 式 线性 映射 ,把 e 
zz sz 分 别 依次 地 映射 为 wi ,wi ws. 

证 ” 设 分 式 线性 映射 为 


wx Tb 
cz 十 Gd 
则 由 条 件 有 
DS azı T5 
z czi +d’ 
w az. T5 
2 cz; +d’ 
—— QZ3 +b 
3 C 之 3 +d 
具体 算出 W W s WT UW s W3 T W 9 W3 ~ wW ,可 得 
Lm Weg o mil qe um n. e A (6. 10) 
Uo — t» QU; — wW Wo. y Z; — Z2 
将 (6. 10) 式 整理 后 便 可 得 到 形 如 w= 2 二 的 分 式 线性 函数 , 它 满足 


条 件 且 不 含 未 知 系数 ,从 而 证 明了 存在 性 . 唯一 性 证 明 从 略 . 
公式 (6. 10) 称 为 对 应 点 公式 ,在 实际 应 用 时 ,常常 会 利用 一 些 特殊 
点 (如 z= 二 0,z 二 oo 等) 使 公式 得 到 简化 . 
推论 6.1 如 果 z, Rw 中 有 一 个 为 2, 则 只 须 将 对 应 点 公式 中 
含有 ce 的 项 换 为 1. 
推论 6.2. 设 w==f(z) 是 一 分 式 线性 映射 , 且 有 f(zi) 二 wi 以 及 
f(zz) 二 w,， 则 它 可 表示 为 
了 (为 复 常数 
w — wW 你 
特别 地 , 当 wi 二 0, ws 二 co 时 有 
w k 为 复 常数 ). (6.11) 


公式 (6. 11) 在 构造 区 域 间 的 共 形 映射 时 非常 有 用 . 其 特点 是 把 过 
zi 与 ze 点 的 弧 上 映射 成 过 原点 的 直线 ,而 这 正 是 我 们 在 构造 共 形 映射 时 
常用 的 手法 . 其 中 & 可 由 其 他 条 件 确定 ,如 果 是 作为 中 间 步 又, 则 可 
直接 设 为 1. 

例 6.9 将 区 域 D=={z:|z| 二 1, Im xz 这 0} 映 射 为 第 一 象限 , 求 映 
射 函 数 . 


(b) (c) 
图 6.16 


Wt ”如 图 6. 16, 先 构造 一 分 式 线性 函数 使 一 1 变 为 0, 使 1 变 为 
co ,从 而 将 边界 C, 与 C, 映射 为 从 原点 出 发 的 两 条 射线 . 其 函数 可 为 


很 容易 知道 它 将 D 映射 为 第 三 象限 ,再 通过 旋转 映射 即 得 结果 . 
Tub 
1 一 2 


$6.3.6 两 个 典型 区 域 间 的 映射 


上 半 和 平面 与 单位 圆 域 是 两 个 非常 典型 的 区 域 , 而 一 般 区 域 间 的 共 
形 映射 的 构造 大 都 是 围绕 这 两 个 区 域 来 进行 的 ,因此 它们 之 间 的 相互 
转换 显得 非常 重要 . 下 面 通过 例子 来 给 出 它们 之 间 的 映射 . 

816.10. 求 一 分 式 线性 映射 ,把 上 半 平 面 Im 270 映射 为 单位 贺 
WS w<. 

解法 一 ”这 两 个 区 域 的 边界 分 别 为 实 轴 与 单位 圆周 也 ,正好 是 从 
“ 圆 ” 变 到 圆 ,根据 唯一 决定 分 式 线性 映射 的 条 件 , 可 在 实 轴 上 取 三 点 
0,1,co, 使 其 分 别 映射 为 圆周 厂 上 的 三 点 一 1, 一 i,1. 由 对 应 点 公式 有 


he sh ey de 
wti 1 十 1 z—] 1' 


w= we = 


整理 后 得 
g=] 
R= xr 
如 果 仅 要 求 把 上 半 平 面 映射 为 单位 圆 , 而 不 作 其 他 限制 的 话 , 上 面 
的 式 子 已 经 足够 了 . 但 必须 清楚 的 是 ,这 一 问题 本 身 可 以 有 无 穷 多 个 
解 , 它 们 与 三 对 点 的 选取 有 关 . 下 面 给 出 的 解法 可 以 得 到 通 解 . 
解法 二 ”在 上 半 平 面 任 取 一 点 z ,使 之 映射 到 芭 平 面 上 的 原点 w 
—0. 由 于 z 与 zo 关于 实 轴 对 称 ,0 与 2 关于 单位 圆 对 称 , 根 据 保 对 称 
点 性 ,zo 应 映射 为 co ,由 推论 6.2, 该 映射 具有 如 下 形式 : 


wk IT (为 待定 的 复 常数 ). 


《6. 12) 


由 于 当 z 在 实 轴 上 取 值 时 ， —1, B NW BS w WE [wl — 


1, EVA | e| —1, BB k= e^ (0 为 任意 的 实 常数 ). 因此 所 求 映射 的 一 般 形 
式 为 


E^ Zo 
2E 


i X0 


z— E, 


在 上 式 中 若 取 25i, 9 二 0; 则 得 到 解法 一 的 结果 . 
例 6.11 求 一 分 式 线性 映射 ,把 单位 圆 内 部 |z| 二 1 映射 为 单位 圆 
内 部 |w| 二 1. 


解 在 |z| 二 1 WERA n EDEN w 0 BET z 57x 


于 |z| 二 1 对 称 ,0 与 > 关于 |w|==1 对 称 ,根据 保 对 称 点 性 ,二 应 被 映射 
为 co. 因此 ,映射 具有 如 下 形式 : 


& 3/9 


z 
l—&e 


w= "x 
由 于 |z| 二 1 上 的 点 映射 为 | 让 |=1 上 的 点 ,因而 对 于 z 王 1, 其 像 点 
也 满足 1 让 | 王 1, 即 有 


(ki 二 一 kzo 为 待定 复 常数 ). 


|wl= |}=2|i z l=% 1=1, 
TE k =el O 为 任意 的 实 常数 ). 因此 所 求 映 射 的 一 般 形 式 为 
w= ee. (6.14) 
legs 


上 面 所 给 的 三 个 式 子 (6. 12) (6. 13) 与 (6. 14) 是 比较 重要 的 式 子 ， 
在 将 一 些 一 般 的 区 域 映射 为 单位 圆 域 时 ,常常 会 通过 某 些 其 他 手段 将 
它 先 变 成 上 半 平 面 ,再 借助 (6. 12) 式 变 为 单位 圆 域 . 而 对 于 给 出 了 附加 
条 件 的 问题 , 则 可 借助 (6. 13) 与 (6. 14) 来 解决 . 

例 6.12 求 一 分 式 线性 映射 w= 二 f(z), 将 区 域 |z| 二 2 映射 为 区 
域 Re w>0, F E f(0)=1,arg Org 

解 ” 此 题 可 借助 例 6.10 来 进行 ,我 们 已 经 知道 如 何 将 上 半 平 面 变 
成 单位 圆 域 , 则 其 逆 映 射 就 将 单位 圆 域 映射 为 上 半 平 面 . 因 此 ,我 们 可 
以 从 区 域 Re w>0 出 发 ,构造 映射 使 其 变 为 |z| 二 2, 再 求 其 逆 映 射 便 得 
结果 . 具体 如 下 : 

(1) 旋转 映射 


(2) 映射 ttim 未 使 上 半 平 面 变 为 单位 圆 域 ( 这 里 利用 了 


(6. 13) 5X). 
C3) 相似 映射 一 2 使 单位 圆 域 变 为 圆心 在 原点 ,半径 为 2 的 圆 域 . 
因此 ,将 Re w>0 BRA | z| 2 的 分 式 线性 映射 为 
er MO 1 , 
1w — To 


z = 


对 上 式 求 逆 , 则 得 到 将 |z| 二 2 映射 为 Re w-0 的 分 式 线性 映射 
E woe 
wW == == fi, 
由 f/(0 —1 8 wy—i, X f '(00—e7? 及 arg f'(Q)—. R8 
0 一 s 从 而 所 求 映 射 为 


iz—2i€? ^ — z— 2i 
iz 一 2ie ? 十 入 

分 式 线性 映射 的 确 具 有 许多 好 的 性 质 ,但 仅 用 分 式 线性 映射 构造 
共 形 映射 显然 是 不 够 的 ,即使 是 将 第 一 象限 映射 为 上 半 平 面 这 样 简单 
的 情况 ,分 式 线性 映射 也 无 能 为 力 . 因此 下 一 节 将 介绍 一 些 其 他 初等 函 
数 的 映射 特性 ,并 将 它们 联合 起 来 构成 共 形 映射 . 


w = 


$6.4 几 个 初等 函数 构成 的 共 形 映射 


$6.4.1 PAK €w—z" (7 为 过 2 的 整数 ) 


函数 w= 在 复 平 面 上 解析 , 且 当 2250 时 其 导数 不 为 零 , 因 此 在 
复 平面 上 除去 原点 外 ,函数 w= z^ 所 构成 的 映射 是 第 一 类 保 角 映射 ， 
但 它 不 一 定 构成 共 形 映射 . 例如 ,对 o zz — 6? ,zs 二 e", 则 zt 一 
允 , 不 是 双方 单 值 的 .那么 它 在 什么 情况 下 构成 共 形 映射 呢 ? 我 们 来 简 
单 地 分 析 一 下 . 

令 z-re" l| w-—r'e". Bl z 的 模 被 扩大 到 ”次 寡 , 而 辐 角 扩大 n 
fü. 为 方便 起 见 , 我 们 仅 对 角形 域 ( 或 扇形 域 ) 进 行 考虑 . 设 有 角形 域 


0 二 0<=0,， 则 对 此 域内 任意 一 点 z, 经 映射 后 其 像 点 w 的 辐 角 o 满足 
0o n0, ,因此 要 使 双方 单 值 ,0, 应 满足 d 


由 此 我 们 得 到 ,函数 ww 一 z WERE 0706, (6, I) stp t 
为 角形 域 0— p n0, (图 6. 17). 因此 通俗 地 讲 , 寡 函数 的 特点 是 扩大 角 
形 域 . 相应 地 , 根 式 函数 vo — Ve 作为 宕 函数 的 道 映 射 , 则 是 将 角形 域 
0-—0— n6, (a «cin 下 ) 共 形 映射 为 角形 域 0 一 p<b%. 同样 ,我 们 也 通常 说 ， 
根 式 函数 的 特点 是 缩小 角形 域 . 


图 6. 17 


需要 注意 的 是 ,如 果 是 扇形 域 ( 即 模 有 限 ), 则 模 要 相应 地 扩大 或 缩 
小 ,这 一 点 往往 容易 忽略 . 

例 6.13 设 区 域 D={z:|z| 过 1, Im 20, Re zx 之 0)}, 求 一 共 形 
映射 ,将 D 变 为 上 半 平 面 . 

解 ” 如 图 6. 18, 首 先 由 z —2 将 DD 变 为 上 半 单 位 圆 域 . 接着 由 分 


式 线性 映射 z, — 17. 将 其 变 为 第 一 象限 ,最 后 由 映射 ww 一 过 将 其 变 


1—zi 


(z) 


(z) (w) 
(c) (d) 


KEFE. 因此 所 求 映射 为 


例 6.14. 求 一 共 形 映射 ,将 角形 域 D= {z:0<arg <Er EHA 


WAKAR w<. 
解 ” 如 图 6. 19, 首 先 由 根 式 映射 z= 二 Vz 将 区 域 D 变 为 角形 域 


0<arg z <E, Bii — 2b 变 成 上 半 平 面 , 最 后 后 由 w= i 变 为 
|w| 过 1. 因此 所 求 映射 为 


_ Q2 i 
Wz) +i 
(z) 
7, 
(b) 
w 
一 1 1 
(c) 
(d) 
6.19 


$6.4.2 指数 函数 w= 二 e* 


函数 vo — e* 在 复 平面 上 解析 且 导 数 不 为 零 ,因此 它 在 复 平面 上 构 
成 的 映射 是 第 一 类 保 角 映射 . 注意 到 指数 函数 是 周期 函数 ,不 是 双方 单 
值 的 ,因而 不 一 定 构成 共 形 映射 . 


4 > 一 z 十 iy, 则 w-—e'e", Bl z 的 实 部 通过 指数 关系 构成 的 模 ， 
而 z 的 虚 部 是 w 的 辐 角 . 为 了 讨论 方便 ,我 们 仅 对 带 形 域 ( 或 者 半 带 形 
域 ) 进 行 考虑 . 设 有 带 形 域 0 二 Im z<j, 则 对 此 区 域内 的 任意 一 点 z, 经 
映射 后 其 像 点 w 的 辐 角 满足 0 二 arg wh; 因 此 要 使 双方 单 值 ,h 应 满 
f&h 2m. 

由 此 我 们 得 到 ,函数 w= e 将 带 形 域 0 二 Im z— AO 20) JE BR 
射 为 角形 域 0 二 arg w= 二 h( 图 6. 20). 因此 可 以 简单 地 说 ,指数 函数 的 特 
点 是 将 带 形 域 变 成 角形 域 . 相应 地 ,对 数 函 数 w= 二 ln z 作为 指数 函数 的 
逆 映 射 , 则 是 将 角形 域 0 二 arg z<h (Ph 委 2r) 变 为 带 形 域 0 生 Im wh. 


w-e 
hi ———— 
z-In w T 
(a) (b) 
图 6. 20 


* 这 时 所 提 到 的 带 形 域 的 实 部 是 取 所 有 实数 ,但 如 果实 部 是 在 某 范 
围 内 取 值 的 话 , 则 应 注意 像 区 域内 点 的 模 的 范围 . 例如 ,对 于 左 半 带 形 
域 D— (z:Re z<0, 0-Im z—A) , 则 在 映射 w= e 下 的 像 区 域 为 扇形 
AG — (w:0-|w|-«1, 0 二 arg w-«Ah) ， 其 中 h 过 2x. 


£i 6.15. 求 一 共 形 映射 ,将 带 形 域 D— (z; 5 «Im z- n) Wk d 
.E3EXE rfi. 
解 ” 如 图 6. 21, 首 先 由 平移 映射 z epe] 将 带 形 域 D 变 为 带 


形 域 0<Im zı 一 名 ,再 由 相似 映射 z = 22, 变 为 带 形 域 0<Im 2; n, 
最 后 由 指数 函数 vo e EOS. E ECT T. 因此 所 求 的 映射 为 


TES emid ? 


e) (w) 
ni 


(c) 


图 6.21 
$6.4.3 综合 举例 


在 以 下 所 给 的 例子 中 ,为 使 行文 简洁 ,将 尽 可 能 略 去 一 些 描写 性 的 
Sut. 

8l 6.16. 求 一 共 形 映 射 , 将 |z| 雪 2 5| z—11271 所 构成 的 区 域 映 
射 为 上 半 平 面 . 


E) 2 [C23] 
i 
FA 


(c) 


(d) (e) 
6. 22 


解 ”如 图 6.22, 区 域 的 边界 为 Ci:|z| 二 2 与 C:|z 一 1| 二 1. 首先 
的 一 步 ( 也 是 最 重要 的 一 步 ) 是 将 C 与 C, 的 公共 点 = 一 2 映射 为 无 穷 


远 点 ,从 而 使 C, 5 C. 都 映射 为 直线 ,具体 如 下 : 

(1) z me ,使 原 区 域 成 为 带 形 域 . 其 中 可 利用 保 角 性 判断 出 C 
与 C, 被 映射 为 与 实 轴 垂 直 的 两 条 平行 线 . 再 由 一 2,0 与 一 1 三 点 判断 
出 映射 后 的 区 域 的 位 置 . 

(2) z, —ze?—iz, (旋转 映射 ). 

(3) xs 一 2rxzz( 相 似 映 射 ). 

(4) w= e (指数 映射 ). 

因此 所 求 的 映射 为 


w = een. 
例 6.17 如 图 6.23, 区 域 DD 由 两 个 圆 弧 围 成 ,其 中 x 二 >1. 求 一 共 形 映 
射 将 其 变 成 单位 圆 内 部 . 


(z) 


7 


(c) (d) 
图 6. 23 


B D Sask BUCH < 一 1 映射 为 x 一 1, 则 可 求 得 


=i MA “一 后 ii 此 步 是 最 关键 的 一 步 , 它 包含 三 个 方面 的 考虑 :第 


一 ,将 C, 5 C; 的 一 个 公共 点 一 i 映射 为 无 穷 远 点 ,从 而 使 C, 5 C; 变 
为 两 条 直线 ;第 二 , 将 i 点 映射 为 原点 ,使 Ci 与 Cs 变 成 从 原点 出 发 且 


夹 角 为 5 的 射线 ;第 三 ,将 1 映射 为 1, 使 C; 映射 为 右 半 实 轴 . 这 样 映 


射 后 的 区 域 很 容易 就 确定 下 来 . 
(2) 由 z;— (x)? 变 为 上 半 平 面 . 


zti 


(3) 由 idm m 变 为 单位 圆 内 部 ( 见 例 6. 10). 
最 后 得 到 所 求 映 射 为 


例 6.18 求 一 共 形 映射 ,使 区 域 D= (z:Im z0, |z| 1) BR] 2S 
单位 圆 内 部 (图 6. 24). 


(z) CD (w) 
77 
-1 1 1 
(a) (b) (c) 
图 6.24 
解 (1) 参见 例 6. 13,88f s — (IEE) 可 将 区 域 D 变 为 上 半 平 
isi 
(2) w— EUM EAE I 2828 98 IBI AR. 
因此 所 求 映 射 为 
(£y -i 
in zd 
Fi pE 
soi) di 


例 6.19 设 区 域 i Re ESA Im z—0) , 求 一 共 形 映 


射 ,使 D 映射 为 上 半 平 面 ( 图 6.25). 
[@) 


(z) (z) (w) 


(c) (d) (e) 


图 6. 25 


解 〈1) 由 旋转 映射 = 一 ze P — — iz 将 区 域 卫 变 为 左 半 带 形 域 


(z pg m n Re z,«0). 


(2) 由 z; —e^ 变 为 右 半 单位 圆 域 . 
(3) 由 z;—e?z,—iz, 变 为 上 半 单 位 圆 域 . 


(4) Hp w— (Em 变 为 上 半 平 面 (参见 例 6.13). 


因此 所 求 映 射 为 
pa pinis: 


二 一 ië 


“ 例 6.20 设 区域 D={z;Im 220, |; L|». ecl o 


一 共 形 映射 ,将 D 映射 为 上 半 平 面 . 
解 ” 如 图 6.26, 区 域 D 的 边界 由 Ci ,Cz,C; 5 C 组 成 ,考虑 到 C, 


图 6. 26 


与 C, 在 实 轴 上 ,其 延长 线 过 原点 ,而 C* 与 Cs 也 过 原点 ,因此 首先 使 用 
反 演 映射 使 边界 均 变 为 直线 . 
具体 过 程 如 下 : 


CD. h n= HERR D 映射 为 下 半 带 形 域 . 


(2) 由 相似 映射 变 为 区 域 D, Edu, SER n 


Im z;«0). 
(3) 利用 例 6. 19 的 结果 ,将 Di 变 为 上 半 平 面 的 映射 为 
1 十 ie ^)? 
m ted i 
因此 所 求 映 射 为 


人 


1—ie 


E 本章 小 结 L1. 


本 章 通过 对 导 函 数 的 几何 特性 的 分 析 , 引 入 共 形 映射 的 概念 ,并 借 


助 这 一 概念 来 进一步 认识 解析 函数 的 映射 特征 与 应 用 . 

事实 上 , 保 形 性 是 解析 函数 所 特有 的 性 质 . 共 形 映射 所 研究 的 基本 
问题 是 构造 解析 函数 使 一 个 区 域 保 形 地 映射 到 另 一 个 区 域 , 而 要 解决 
这 一 问题 ,必须 首先 从 正面 了 解 一 个 给 定 的 解析 函数 会 把 一 个 给 定 的 
区 域 变 成 什么 样 的 区 域 . 因此 本 章 主 要 是 围绕 这 两 个 问题 展开 ,其 中 重 
点 讨论 由 分 式 线性 函数 所 构成 的 映射 . 

分 式 线性 函数 具有 保 形 性 、 保 对 称 点 性 以 及 保 辕 性 等 一 些 性 质 .而 
其 中 保 圆 性 最 具 特 色 . 当然 ,如 果 这 里 所 说 的 圆 只 是 一 般 意 义 上 的 半径 
有 限 的 圆 , 则 似乎 还 不 能 体现 它 的 独到 之 处 . 它 最 关键 的 地 方 在 于 能 在 
直线 与 圆 之 间 相 互 转换 ,这 就 使 得 我 们 在 处 理 那 些 以 直线 和 圆 弧 组 成 
边界 的 区 域 时 非常 方便 ,而 这 样 的 区 域 又 是 最 常见 的 . 因此 从 某 种 意义 
上 也 许可 以 这 样 说 ,分 式 线性 映射 最 具 魅 力 的 特点 在 于 它 统一 了 直线 
fe A. 

FRAKA RA, 8 CUR HC p HC c5 7E 4e 4938 JEU RR AERE 
非常 有 用 的 两 对 初等 函数 . 前 者 在 角形 域 之 间 进 行 转换 ,而 后 者 在 角形 
域 与 带 形 域 之 间 进 行 转换 . 因此 它们 在 使 用 上 具有 非常 固定 的 模式 . 

单位 圆 域 与 上 半 平 面 是 两 个 典型 的 区 域 , 同 时 它们 也 是 连接 区 域 
之 间 共 形 映射 的 纽带 .我 们 在 构造 一 般 区 域 之 间 的 共 形 映射 时 ,常常 是 
先 将 区 域 都 向 上 半 平 面 或 者 单位 圆 域 映射 ,再 求 出 所 要 的 共 形 映射 函 


6.1. 试 求 映射 w=: 在 zo 处 的 旋转 角 与 伸缩 率 : 


= — n 
(1) 2-1; (2) & =H 


(3) z;—1-ti; (4) z, = 一 3 十 4i. 
6.2 在 映射 一 二 下 , 求 下 列 曲线 的 像 曲 线 : 
d) z+y=4; (2) y=x; 

(3) z=1; (4) G— D* o y! «1. 


6.3 下 列 函数 将 下 列 区 域 映 射 成 什么 区 域 ? 


E d. 
(1) x0, y>0, w—-—ni 


(2) Im z>0, w— (1c )z; 


L. mE - 
(3) 0<arg z< 41 w—IL* 


(4) Re 220, 0<Im z«1, w=—. 


6.4 ”映射 w= 二 zx? 把 上 半 单 位 圆 域 {z:|z| 二 1,Im x 二 0} 映 射 成 什么 区 域 ? 
6.5 求 将 点 一 1,50 ,i 分别 依次 映射 为 下 列 各 点 的 分 式 线 性 映射 : 

(1) i,1,1+i; (2) o07i,1; (3) 0,0,1. 

6.6 求 以 下 各 区 域 到 上 半 平 面 的 共 形 映 射 : 

(D [z-i| «2, Im z>0; 

(2) |zil 242, |z—i| «2. 

6.7 求 分 式 线性 映射 w= fGO ,使 上 半 平 面 映射 为 单位 圆 内 部 并 满足 条 件 : 
(D f(»-0, A-D 

(2) f(D —0, arg f (0-0; 

(3) f(D 21, f(0-1//5; 

(4) f(D —0, arg f/(D—m/2. 

6.8. 求 将 |z| 二 1 映射 为 |w| 过 1 的 分 式 线 性 映射 w— f GO ,并 满足 条 件 : 


(1) fco. fCc-D-1 

(2) fG-0. E f Gut. 

6.9 求 将 下 列 区 域 映射 为 上 半 平面 的 共 形 映射 ， 

a) |z|=2, Im 2>1; (2) 0<arg adr, |z|=2; 


(3) a« Re z«b; (4) |z| 222, 0arg z—3z/2; 
(5) |z| 1,38 0 8] 1 75 8058. 


— 


在 历史 上 , 复 变 函数 论 的 发 生 与 发 展 是 和 应 用 相 联系 的 . 例如 , 达 
朗 贝 尔 及 欧 拉 由 流体 力学 导出 了 著名 的 柯 西 一 黎 曼 条 件 ; 茹 科 夫 斯 基 
应 用 复 变 函数 证 明了 关于 飞机 辟 升 力 的 公式 ,并 且 这 一 重要 结果 反 过 
来 推动 了 复 变 函数 的 研究 . 复 变 函数 论 的 发 展 还 和 电磁 学 、 热 学 .弹性 
力学 等 学 科 以 及 数学 中 其 他 分 支 联系 着 . 在 这 里 ,我 们 只 讲述 解析 函数 
对 平面 场 的 应 用 ,特别 是 对 稳定 平面 流 场 及 静电 场 的 应 用 . 


| $7.1 复 势 的 概念 


$7.1.1 用 复 变 函数 表示 平面 向 量 场 


物理 上 许多 种 不 同 的 稳定 平面 场 ,都 可 以 用 解析 函数 来 描述 . 这 种 
平面 场 的 物理 现象 ,可 由 相应 解析 函数 的 性 质 来 描述 . 

设 有 向 量 场 
和 一 4A-(Czyyyzot)i 十 AZzyyyzot)7 + 

A.(ryjz,tk, 
HP i,j,k 是 沿 坐 标 轴 的 单位 向 量 ,t 是 
时 间 . 如 果 这 个 向 量 场 中 所 有 向 量 都 与 某 
个 平面 卫 平 行 ,而 且 在 垂直 于 平面 P 的 
直线 上 每 一 点 处 ,于 任 一 固定 时 刻 t, 场 中 
向 量 彼此 相等 ,我们 称 此 向 量 场 为 平面 平 
行 向 量 场 ( 图 7. 1). 

我 们 设 Ory 平面 平行 于 平面 P. 于 
是 有 A.(zx,y,z,t)= 二 0, 并 且 图 7.1 


A = A, yDi- A, uo y Dj. 
因此 ,对 于 平面 平行 向 量 场 的 研究 ,可 简化 为 对 了 平面 或 与 P 平 行 的 
任 一 平面 上 的 平面 向 量 场 的 研究 . 
如 果 平 面 平行 向 量 场 不 随时 间 变 化 ,我 们 称 为 平面 定常 向 量 场 . 本 
节 只 讨论 平面 定常 向 量 场 . 
A = A, (z, y)i + A,G,;y)jBjÓ. (7.1) : 
由 于 场 中 的 点 可 用 复数 * 一 二 Ti 表示 ，, 则 向 量 ASA Gn 30i A, Cr, 
Vj TÄ w — A. Gr 30 FLA, Ge yy) 表示. 所 以 ,如 果 给 定 了 二 个 实 函数 
A.(z,y) 和 A,(z,y) 或 给 定 了 一 个 复 变 函数 w — gpl) — AL (x 30 + 
iA,(z,y), 则 向 量 场 (7. 1) 就 给 定 了 . 
例如 ,一 个 平面 定常 流速 场 ( 如 河水 的 表面 ) 
v = v, Gs yidvG,yj 
可 以 用 复 变 函数 
v = vlz) = v, (x,y) ct iv Gy) 
dm. 
又 如 ,垂直 于 均匀 带电 的 无 限 长 直 导 线 的 所 有 平面 上 ,电场 的 分 布 
是 相同 的 ,因而 可 以 取 其 中 某 一 平面 为 代表 , 当 作 平 面 电 场 来 研究 . 由 
于 电场 强度 向 量 为 
E = E, Cxy)id E,(z,y)j, 
所 以 该 平面 电场 也 可 用 一 个 复 变 函数 
E = E(z) = E, (z,y) +iE,(2,y) 
来 表示 . 
平面 向 量 场 与 复 变 函数 的 这 种 密切 关系 ,不 仅 说 明了 复 变 函数 具 
有 明确 的 物理 意义 ,而 且 使 我 们 可 以 利用 复 变 函数 的 方法 来 研究 平面 
向 量 场 的 有 关 问 题 . 


$7.1.2 复 势 


应 用 数学 研究 实际 问题 时 ,往往 需要 把 问题 适当 予以 简化 ,化 为 数 
学 问题 ;解决 数学 问题 所 得 的 结果 还 需要 回 到 实际 中 进行 检验 。 现 考 
虑 不 可 压缩 流体 的 平面 稳定 流动 . 所 谓 不 可 压缩 流体 是 指 密度 不 因 压 


力 而 改变 的 流体 . 一 般 液 体 可 以 看 作 是 不 可 压缩 的 。 所 谓 流 体 的 平面 
流动 就 是 指 在 这 种 流动 中 , 垂直 于 某 一 平面 的 每 一 垂 线 上 所 有 各 质点 
的 速度 相同 , 且 与 已 给 平面 平行 .要 研究 这 种 流动 ,只 要 研究 在 这 个 平 
面 上 的 流动 就 可 以 了 . 所 谓 流体 的 稳定 流动 就 是 指 在 这 种 流动 中 ,各 质 
点 的 速度 只 与 各 质点 的 位 置 有 关 , 不 随时 间 而 改变 . 

由 于 解析 函数 的 发 展 是 与 流体 力学 密切 联系 的 ,因此 ,在 下 面 讲授 
的 内 容 中 我 们 所 采用 的 流体 力学 中 的 术语 ,都 是 与 各 种 不 同 物理 特性 
的 向 量 场 相 联系 的 . 首先 复习 场 论 中 的 一 些 概念 ,以 便 研究 复 势 函 数 的 

定义 7.1 曲线 积分 

Nc = | Aas 


称 为 向 量 场 A 通过 闭 或 不 闭 的 曲线 C 的 流量 ,其 中 ds 是 曲线 C 的 弧 
元 素 ,A, 是 向 量 A(z,y) 在 曲线 C 上 点 (x,y) 处 法 线 的 正方 向 上 的 
投影 . 

设 dn 为 向 量 ,其 方向 与 曲线 C 上 点 p 
(zr,y) 处 的 法 线 一 致 ,大 小 等 于 切线 方向 Gs y) 
向 量 ds 二 idz 十 jdy 的 模 , 则 有 

dn =+ (idy — jdz), 

将 这 等 式 右边 括号 前 的 两 个 符号 选 定 一 
个 之 后 ,我 们 就 规定 了 法 线 的 正方 向 ,以 图 7.2 
后 我 们 规定 选取 “十 ”号 . 在 这 种 规定 下 ， 
对 于 逆 时 针 方向 绕 行 的 闭路 C 来 说 ,向 量 dn 指向 闭路 C 的 外 法 线 方 
向 (图 7. 2). 

由 于 A,ds 一 (4。dmz) 一 A-(z,y)dy 一 A,(Cz,y)dz, 所 以 


Nc =| > | Gd 
© G 


=| A« «dy cu p LE 


当 流 入 C 的 内 部 的 流体 少 于 流出 的 流体 时 , 即 Nc>0 时 ,有 源 ; 当 流 
A. C 的 内 部 的 流体 多 于 流出 的 流体 时 , 即 N< 时 ,有 汇 . 


假定 闭 曲线 C 在 区 域 D A HEE D 内 的 流体 既 无 源 又 无 汇 , 即 
在 DD 内 任何 部 分 ,都 无 流体 放出 ,也 无 流体 吸入 ,这 时 通过 C 的 流量 为 


IN; 3 | ACDA Cnr A. 
G 


对 于 在 D 内 的 任意 简单 闭 曲 线 C 成 立 . 
假定 D 是 单 连 通 区 域 , 且 假定 A; KA, 在 D 内 有 连续 的 偏 导 数 . 
由 《高 等 数学 ) 知 


i aA ATI 
iik 3 dabo 
即 
2A, . 2A, 


ar > ay 
从 而 可 知 一 A,(z,y)dz 十 A.(Czyy)dy 是 某 一 个 二 元 函数 v(x,y) 的 全 
微分 , 即 


(7. 2) 


d[v(r,y)] —— A,dz + A. dy. 
由 此 得 


因为 沿 等 值 线 wCz,y) 王 Cl 有 
dvlt, y) —— A,dx -- A.dy — 0， 


pa- 也 就 是 说 ,向 量 场 A 在 等 值 线 oCz,y)=C, 上 每 一 点 处 
的 向 量 A 都 与 等 值 线 相 切 ,因而 在 流速 场 中 等 值 线 v(z,y) 一 C, 就 是 


流 线 , 所 以 v(xz,y) 称 为 向 量 场 A 的 流 函 数 . 
定义 7.2 曲线 积分 


re = [Ads 
称 为 向 量 场 A WAHR C 的 环 量 , 其 中 A, 是 向 量 4 在 曲线 C 上 点 
(zx,y) 处 的 切线 的 正方 向 上 的 投影 (切线 的 正方 向 对 应 着 曲线 C 绕 行 


的 正方 向 ) ,ds 是 曲线 C 的 弧 元 素 . 
车 引用 向 量 ds 一 idzx 十 jdy( 或 写 为 ds 二 dz 十 idy) ; 则 


4vds 一 Ads 三 4Czyy)dz 十 Arzyy)dy， 


Tc = | (4。ds) = | A(z,y)dz A,(z,y) dy. 
c c 


如 果 沿 C 的 环 量 rA, RU r> REE A, 的 一 部 分 积分 ， 
其 数值 大 于 另 一 部 分 , 即 流体 好 像 沿 着 C" 旋转” 
若 在 单 连通 域 D 内 沿 任 一 简单 闭 曲 线 C 的 环 量 为 零 , 即 Fe 二 0， 
这 个 流体 的 流动 是 无 旋 的 , 即 rot,A —0. 因而 
2A, _ 2A, 
az 3y’ 
说 明 A.dx-- A, dy 是 某 一 个 二 元 函数 x(zyy) 的 全 微分 , 即 
d[u(x,y)] — A.dr-F A,dy. 


(7.3) 


由 此 得 
Ju — Ju x 
aro — Ae 9y As 
所 以 
grad u — A. 


u(x,y) 称 为 向 量 场 4 的 势 函 数 ( 或 位 函数 ) ,等 值 线 ulr, y) — C, 称 为 
等 势 线 ( 或 等 位 线 ). 

根据 以 上 讨论 可 知 : 如 果 在 单 连 域 卫 内 ,向 量 场 4 是 无 源 无 旋 场 ， 
则 (7. 2) 式 和 (7. 3) 式 同时 成 立 ,将 它们 比较 一 下 , 即 得 


ou = Ig 

ar AO» ar 2y' 
du 二 ui He 
Jy RS A,CG,y) == Ja 


而 这 就 是 CR 条 件 . 所 以 ,在 无 源 无 旋 场 中 , 流 函 数 v(xzx,y) 是 势 函数 
(zyy) 的 共 斩 调和 函数 ,因此 可 作 一 解析 函数 
w = f(z) — uGy) civ), 
称 此 解析 函数 ww 二 了 f(z) 为 向 量 场 4 的 复 势 函数 ,简称 复 势 . 
若 已 知 复 势 函数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(z,y) ,那么 它 所 对 应 的 向 量 
场 4 一 A,(z,y) 十 iA,(z;y) 就 很 容易 求 出 来 . 因为 


— 9u( gy 9v 二 [或 9% 
A,(r,3) n SRT). A, (x,y) ye 5, ÉL 
由 于 
Ft es 88.19 ee A Coss iA o] 
ax ax mn Eure 


所 以 
A = A, (x,y) FiA, ey) = f (2). 
TAE [AG y =| GO ,而 向 量 4(z,y) 的 辐 角 与 向 量 P CO B9 58 ff 
只 差 一 符号 ,因为 arg f GO — —argf' CO. 函数 鼠 与 立 的 等 值 线 
u(x,y) = CI， w(x,y)-— Cz. 


5) KU P i AR D EAE — 5 —" H uv JE C-R 条 件 . 则 有 


» Uy 


Si i 
Bl u(x,320—0€, 与 v(zx,y) 二 Cs 彼此 正 交 . 

对 稳定 平面 流 场 情形 ,由 于 向 量 ww 与 流 线 的 切线 方向 一 致 , 流 线 
恰好 是 流体 质点 运动 的 路 线 . 

这 样 , 设 在 单 连通 区 域 D 内 给 定 一 稳定 平面 场 ,对 于 D 内 任 一 条 
简单 闭 曲 线 C, 通 过 C 的 流量 及 沿 C 的 环 量 都 是 零 , 那么 这 一 平面 场 
对 应 一 个 在 DD 内 的 解析 函数 , 即 场 的 复 势 . 反之 ,给 定 一 个 在 单 连 通 区 
域 D 内 的 解析 函数 ,就 决定 了 一 个 满足 上 述 条 件 的 稳定 平面 场 ,以 已 
给 函数 作为 复 势 . 

如 果 DD 是 多 连通 区 域 ,并 且 在 D 内 任 一 个 单 连 通 区 域内 ;平面 场 
满足 上 述 条 件 , 那 么 在 每 一 个 这 样 的 单 连通 区 域内 可 以 从 u — iv 出 发 
确定 复 势 . 在 整个 区 域 D 内 ,对 流 场 情形 , 流 函 数 及 势 函 数 既 可 能 是 单 
值 的 ,也 可 能 是 多 值 的 ;而 对 静电 场 情形 , 力 函 数 可 能 是 多 值 的 ,而 势 函 
数 一 定 是 单 值 的 . 这 是 因为 保持 静电 场 ,不 需要 消耗 能 ,所 以 单位 正 电 
荷 沿 着 场 内 任 一 条 简单 闭 曲 线 移动 时 ,电场 力 所 作 的 功 是 零 . 因此 在 D 
是 多 连通 区 域 时 ,无 论 对 流 场 或 静电 场 情形 , 复 势 既 可 能 是 单 值 函 数 ， 
即 ( 单 值 ) 解 析 函 数 ;也 可 能 是 多 值 函数 , 即 多 值 解 析 函 数 , 如 果 复 势 是 
多 值 解析 函数 ,那么 在 整个 区 域 D 内 ,平面 场 或 者 不 再 是 同时 无 源 、 无 


汇 及 无 旋 的 ,或 者 不 再 是 无 电荷 的 . 

反之 , 设 在 多 连通 区 域 D 内 给 定 一 多 值 解析 函数 ,并 设 其 各 解析 
分 支 在 D 内 任 一 点 有 相同 的 导数 ,就 确定 一 个 平面 场 , 以 已 给 函数 作 
为 复 势 . - 


| $7.2 复 势 的 应 用 


$7.2.1 在 流体 力学 中 的 复 势 


设 在 无 源 又 无 汇 的 流体 域内 ,有 不 可 压缩 的 流体 作 稳 恒 的 平面 平 
行 的 运动 ,我 们 来 讨论 它 的 速度 场 (z,y) 二 v.(z,y)i 十 v,(zx,y)j. 在 


这 种 情形 下 ,速度 向 量 wz,y) 通 过 某 曲线 C 的 流量 Ne = | vds 的 绝 


对 值 以 适当 的 单位 来 计算 就 等 于 流体 在 单位 时 间 内 流 过 曲线 C 的 量 
(更 精确 地 说 ,是 流体 通过 高 度 为 1, 母 线 平行 于 z 轴 , 且 在 Oxy 平面 上 
的 投影 为 C 的 柱 面 的 量 ). 若 在 闭 曲 线 C 所 围 的 区 域 D. 内 ,没有 源 也 没 
HE ,那么 ;由 于 该 流体 的 不 可 压缩 性 ,在 C 内 部 的 量 是 不 变 的 ; 从 而 可 
知 ,流体 流 入 域 D 的 量 等 于 流出 的 量 , 即 速度 向 量 通过 闭路 C 的 流量 
XN. 

如 果 速 度 场 w 又 是 无 旋 场 ,那么 在 此 区 域内 可 以 构成 一 个 解析 郴 
Bw fG)-— eG y) igCrs y) BD 29, [8] EE HZ p rs y) — c 就 是 流 
体 的 流 线 , 因 为 切 于 它 的 向 量 v 是 流体 流动 的 速度 向 量 . 

例 7.1 试 研究 一 平面 流速 场 的 复 势 为 fCz) 一 az(a>0) 的 速度 、 
流 函 数 和 势 函 数 . 

E D fGO-—az 在 全 平面 内 解析 ,所 以 可 作为 没有 涡 点 、 没 有 
WRAL, 也 没有 其 他 奇 点 的 平面 流速 场 的 复 势 . 

因为 f(z) 二 a, 所 以 场 中 任 一 点 的 速度 v= 二 f(z) 二 a 之 0, 方 向 指 
H x AAIE m. 

流 函 数 y(z,y) 二 ay, 所 以 流 线 是 直线 y= 二 ci ; 

势 函 数 p(x,y) 二 az; 所 以 等 势 线 是 直线 z 一 cz. 


该 场 的 流动 图 像 如 图 7. 3, 它 刻画 了 流体 以 等 速度 从 堪 向 右 流动 
的 情况 . 


图 7.3 图 7.4 
例 7.2 试 研究 以 w= f CO —2 为 复 势 的 平面 定常 流速 场 . 


解 ” 在 任 一 点 2750 的 速度 为 f(z) 二 2z, 流 函数 是 ny) —2xy, 
所 以 流 线 为 27y 二 ci; 势 函数 是 PCzyy) 一 寻 一 到 ,所 以 等 势 线 为 x? 一 
y =c. 

两 坐标 轴 属 于 流 线 , 它 们 的 交点 ( 即 原点 ) 速 度 为 零 ( 图 7:4). 

若 不 考虑 全 平面 ,只 考虑 一 个 象限 (比如 第 二 象限) 可 得 结论 :这 个 
函数 表示 包含 在 第 一 象限 内 的 流体 运动 的 复 势 . 这 时 象限 的 边 表示 流 
体 在 其 中 运动 的 器 的 壁 . 

例 7.3 试 研 究 以 w= 了 f(z) 二 iLn z 为 复 势 的 平面 定常 速度 场 . 

解 z==0 为 w==iLn z 的 唯一 奇 点 . 在 任 一 点 =(z 尖 0) 的 速度 为 


2k Cu ain d 
v= f (z) z 


X^ITO!-|-i 


-Arg 二 一 一 至 十 Arg z. WER p, 
y —Inlz| ; HARRAH I z| c. 

ARK olr, 3) — — Arg z, 所 以 
等 势 线 为 Arg z— c CE] 7. 50 , 坐标 B 7.5 


原点 z==0 是 涡 点 ;要 想 算出 速度 向 量 A 沿 着 围绕 涡 点 的 闭路 C 的 
环 量 , 最 好 是 取 中 心 在 原点 、 任 意 半径 x 的 圆周 作为 C, 则 速度 向 量 
切 于 此 圆 , 且 


A, ——| A [= 一 二 (因为 运动 是 着 时 针 方 向 )， 
r-| A4i—— |. Las = 一 2x 


$7.2.2. 热流 场 的 复 势 


在 热力 学 的 热传导 理论 中 ,已 经 证 明 :介质 传导 的 热量 与 温度 梯度 
成 正比 , 即 
Q —— kgrad g(x,y,z) 
或 平面 情形 
Q —— kgrad g(x,y), 
其 中 ,Q@ 是 热流 向 量 ,其 方向 与 等 温 面 ( 线 ) 正 交 , 与 等 温 面 ( 线 ) 的 法 线 
方向 同 向 ;& 为 介质 的 热传导 系数 ; 取 “ 一 ”号 是 因为 热 由 高 温 流向 低温 
时 ,与 温度 梯度 grad yp 的 方向 相反 . 
平面 定常 热流 场 在 其 单 连 通 域 D 内 通常 是 无 源 无 旋 的 , 即 
div Q — 0, rot, Q — 0. 
因此 有 
F: ASY Fai vu F - 
类 似 于 复 势 的 讨论 ,同样 可 构造 一 解析 函数 
w= f(z) = p(x,y) dc iy (rz,y), 


= 二 


其 中 

3g an | 1 Bac. qe. 

je- pt lon HH -- de. 
w 二 f(z) 称 为 热流 场 的 复 势 . pg(zx,y) 称 为 温度 函数 (或 势 函 数 )， 
p(x,y) 二 c1( 常 数 ) 称 为 等 温 线 ;y(z,y) 称 为 热流 函数 ,Jy(z，y) 二 cs( 常 
数 ) 是 Q 的 向 量 线 ( 即 热 量 流动 所 沿 曲 线 ). 热流 向 量 


Q =— kgrad p = Q; + iQ, =— k 22 — ik 22 
9 本 CPUS 
--4(2$-i$2)-— 4C. 


上 式 说 明 热 流 场 可 用 复 变 函数 QGO 二 一 CO 8m. 

由 上 可 见 在 流体 的 流速 场 与 热流 场 之 间 , 有 着 完全 的 类 似 性 . 其 区 
别 仅 在 于 :在 流速 场 的 情形 , 复 势 的 两 个 部 分 可 能 是 多 值 函 数 ,而 在 热 
流 场 的 情形 , 复 势 的 实 部 即 温度 总 是 单 值 的 (不 考虑 公式 中 无 关 紧 要 的 
差异 )， 


$7.2.3 静电 场 的 复 势 


在 空间 静电 场 中 ,由 于 许多 电场 具有 对 称 性 质 ,或 关于 轴 对 称 , 或 
关于 平面 对 称 , 故 只 要 掌握 静电 场 中 某 一 平面 上 的 性 质 , 即 可 得 到 整个 
电场 的 情况 . 所 以 这 种 电场 又 叫 平面 电场 或 二 维 电场 . 

平面 静电 场 即 强度 向 量 场 E— E (zx,y)i 十 E,(z,y)j 是 梯度 场 : 

E =— grad y(zx,y), 

其 中 yy 是 静电 场 的 势 函 数 ,也 可 称 为 场 的 电势 或 电位 . 我 们 知道 ,只 要 
场 内 没有 带电 物体 , 即 没 有 电荷 (电荷 相当 于 流体 力学 中 源 和 汇 的 作 
FED ,静电 场 既 是 无 源 场 ,又 是 无 旋 场 .故我 们 可 构造 复 势 . 

w=f(z) = gG,y iy(z,y), 
其 中 

dy —— [ E, Cx, y) dx +E, Cx y) dy]; 

dg —— E, (z, y) dx + E, Cx, y) dy. 
函数 pP(z,y) 称 为 力 函 数 . M w= Sf) Sga, y) tiga, y) PA RB 
的 复 势 ,是 一 个 解析 函数 . 


因此 场 五 可 用 复 势 表示 为 
E—EG) =— 2% i2 
-—i(22-i22]-— ift. 


fo- 22,24 =R ocdE 3E. AEN 


因此 可 见 静 电场 的 复 势 和 流速 场 的 复 势 相差 一 个 因子 一 i, 这 是 电工 学 
的 习惯 用 法 . 并 有 


IE|=| f(z)|, | Arg EC -—L$ *argf'G)]. 


势 函数 V%Cz,y) 的 等 值 线 叫 做 等 位 线 , 力 函数 PCz,y) 的 等 值 线 叫 
做 力 线 . 
强度 向 量 E 沿 闭路 C 的 环 量 


re E,ds 
C 


等 于 单位 电荷 沿 闭 路 移动 时 所 作 的 功 ,并 且 永 远 等 于 0. 
强度 向 量 通过 闭路 'C 的 流量 


Nc = J E,ds, 
c 


根据 著名 的 高 斯 (Gauss) 定 理 , 等 于 分 布 在 C. 内 部 的 电荷 的 代数 和 乘 
以 2r. 

例 7.4 RK w—fGo—z' 所 表示 的 电场 . 

E ”电力线 方程 为 PCz,y) 王 并 一 多 一 常数 ,是 双 曲 线 族 ( 图 7.4). 
等 势 线 的 方程 为 W%z,y) 王 2zy， 它 也 是 双 曲 线 族 . 

这 是 由 两 个 互相 正 交 的 甚大 的 带电 平面 所 产生 的 电场 ,这 两 个 带 
电 平 面 都 和 > 平面 垂直 ,与 > 平面 的 交 线 是 z 轴 和 y 轴 . 

例 7.5 说 明 复 势 函数 jz) 一 iLnz 所 对 应 的 静电 场 的 性 质 . 

解 

qr,y) =— Arg z, dry) 一 1n| zi|， 

等 势 线 是 圆周 |z| 二 ci , 力 线 是 射线 Arg z=c. 


E= row 1= |1]- d 


Fi 


Arg E —— (Z Arg >) 


—Arg zn: 
这 就 是 说 ,强度 向 量 的 方向 沿 着 射线 Arg z= 二 c( 沿 着 力 线 ) 指 向 原点 . 
唯一 的 奇 点 是 z= 二 0, 在 这 个 点 处 有 电荷 . 要 求 出 这 个 电荷 的 值 ,只 
需 算 出 向 量 五 通过 绕 点 — 0 一 周 的 闭 曲线 C 的 流量 就 可 得 到 . 选取 
圆周 |=| 一 ”作为 这 个 闭路 ,就 可 得 到 


E, 一 一 | E |=- d 一 一 过， 


[x] r 


由 此 得 
Nc =>f Läs =— 2m. 


BEREE AEE 27 — — 1. 由 此 可 知 ,在 点 一 0 处 
对 应 电荷 为 十 1 的 复 势 函数 是 
fæ 一 -iLnz 或 f(z) = iLn 二 . 


| $7.3 用 共 形 映射 的 方法 研究 平面 场 


在 速度 场 .热流 场 和 静电 场 等 平面 场 中 ,常用 共 形 映射 的 方法 求 得 
复 势 函数 .方法 是 将 已 给 的 平面 区 域 映照 为 典型 区 域 (或 称 为 标准 区 
域 ). 而 这 些 典型 区 域 各 自 对 应 着 所 考虑 问题 的 类 型 . 如 速度 场 映射 为 
上 半 平 面 或 带 形 区 域 ,静电 场 映射 为 圆 域 或 带 形 区 域 等 . 现 举例 加 以 
说 明 . 

例 7.6 设 曲 线 由 射线 一 2 二 zx 过 » 

一 R, 中 心 在 点 z= 二 0、 半 径 为 R 上 的 半圆 Z 

周 以 及 射线 R 委 |z| 到 十 co 所 组 成 ,不 可 

压缩 流体 (无 源 也 无 汇 ) 在 域 G (图 7.6) -R O R X 
内 作 无 旋 流动 ,又 设 无 穷 远 点 的 速度 为 给 
定 的 vo (实数 ) , 且 f (o9) — oo oR Br je 


的 流速 场 . 

B 求 流速 场 的 复 势 w= 二 f(z), 就 要 把 域 G 的 边界 映射 为 实 轴 ， 
把 域 G 映射 为 上 半 平 面 . 可 通过 下 述 映 射 来 完成 (图 7. 7). 
©) DER) kd Gy) G) 

z-R 


pam. 
zj-z 


| ca) 
1R O| BR) Qe) BO) [cn A)  D-D| BO 
(a) (b) (c) 


E 7.7 


由 于 此 映射 不 唯一 ,为 了 满足 假设 条 件 ,我 们 知道 上 半 平 面 映射 为 
上 半 和 平面, 应 有 


w- 2 zb E (FR) +è 
WEN EC 


xe a(z — R) + b(z +R) 
c(z — R)? +dlz +R) 


zt Ca 4- b) z? 4- 2€(b — a) Rz + Ca 4- b) R* 
(c 4- d0z! --2(d — ORz + (c --aDR?" 


这 里 asb,c.d 是 实 常量 : 
因为 * 一 co 时 ,和 一 已 天 0, 所 以 分 尽 中 多 项 式 的 次 数 应 该 低 于 分 


子 中 多 项 式 的 次 数 , 于 是 c 十 4 一 0， 
另外 , 当 c 十 4 二 0, a 十 6b 关 0 时 , 则 条 件 f(oo)= 二 2 就 被 满足 ,因此 


We (a+b)? 4- 2€(b — a) Rz + (a+b) R? 
2(d — c)Rz 


aR? 


z 


一 oz 十 8 十 


.» a5 — b—a z 
这 里 2—35(d—oR' e rem 由 此 可 得 


且 因 为 一 co 时 du — us ,所 以 a= Us. 


因为 流动 速度 是 由 复 势 函数 的 导数 确定 的 ,所 以 确定 复 势 时 差 一 
个 常数 项 是 没有 关系 的 . 于 是 可 取 6 二 0, 最 后 得 到 


w= v. (e E). (7.4) 


di pou (1E) ,所 以 速度 向 量 的 模 由 等 式 
Aie (i- E) 
确定 . 在 点 z= ER ABIEREN TE GER MORIR AR 
将 (7. 4) 式 的 实 部 与 虚 部 分 出 来 之 后 ,就 确定 了 流 函数 
R? 
zi 


u + iv = vo (ziv 
=u [sic EXE, 
由 此 得 到 
二 
于 是 流 线 方程 为 | 
"m 
r? Hy”? 
或 由 (xy —Ry-cG!Ty0lfüig. 
517.7. 设 在 射线 x—0, yZaCo0) E3829 v, illl E Sch E 
零 , 求 所 产生 的 静电 势 . 
解 ” 求 静电 场 的 复 势 ,就 是 找 一 函数 ww 二 f(z) ,使 已 知 区 域 D 共 
形 映射 为 ww 平面 上 的 带 形 区 域 0 二 Im wv, ,而 使 射线 、 实 轴 分 别 与 
Im w=v , Im w=0 相对 应 . 此 过 程 可 按 图 7. 8 来 完成 . 


viec 


CHOC zi--a!—az 
Br w 5 In we Egi as TOER EEDUM D 内 的 单 值 


函数 ,用 它 可 求 出 静电 场 中 的 各 量 ， 


2) (z) 


(5) 


B») Ein 
4m E mire AQ) 
BC) 
(a) (b) (©) . |z-4z; 
€) 


z3—(l/a) 
Z,7 
zy*(l/a) 


BE 7.8 


WE ttha 1L. 


复 变 函数 的 理论 和 方法 ,对 于 物理 和 许多 其 他 科学 、 技 术 领 域 的 研 
究 ,都 起 着 重要 的 作用 ,并 且 是 解决 有 关 问 题 的 有 效 工 具 . 本章 介绍 了 
解析 函数 在 平面 场 中 的 一 些 应 用 (平面 场 的 复 势 及 其 应 用 ). 通过 本 章 
的 学 习 应 认识 到 : 

l. 由 于 可 用 复数 表示 平面 向 量 , 因 而 能 用 复 变 函数 表示 平面 向 
量 场 . 

2. 对 于 某 单 连通 域内 给 定 的 平面 无 源 无 旋 场 ,可 以 作出 一 个 解析 
函数 二 f(z) 统 一 研究 该 场 的 分 布 和 变化 情况 ,这 个 解析 函数 称 为 该 
场 的 复 势 .在 平面 流速 场 中 , 复 势 的 实 部 就 是 势 函数 , 虚 部 就 是 流 函 数 ， 
并 且 流速 v= 二 了 GO ;在 平面 静电 场 中 , 复 势 的 实 部 是 力 函 数 , 庶 部 是 执 
函数 ,并 且 电 场 强 度 下 一 一 i f(z). 由 此 可 以 画 出 等 热线 (或 电力 线 ) 与 
流 线 (或 电位 线 ) 的 图 形 ,得 到 该 场 的 流动 图 像 : 


3. 共 形 映射 的 方法 也 常用 来 研究 平面 场 , 以 求 得 复 势 函数 . 


1. AE BEA HE c 6 88 ES Ae HU ER CD 

2. 平 面 运动 .稳定 流动 .不可 压缩 的 流体 的 意义 是 怎样 的 ? 

3. 在 流体 流动 的 区 域内 ,没有 流 源 和 旋涡 是 指 区 域 中 每 一 点 的 散 量 和 旋 量 都 
等 于 0 吗 ? 这 种 现象 对 于 速度 的 共 办 函数 ( 复 速度 ) 来 说 , 它 的 实 部 和 虚 部 满足 什 
么 条 件 ? 

4. 流 函数 和 复 速度 是 不 是 流体 流动 区 域内 的 解析 函数 

5. 复 势 和 复 速 度 是 不 是 流体 流动 区 域内 的 解析 函数 ? 


7.1 根据 下 列 已 给 的 复 势 ,确定 流速 场 的 速度 ,并 求 出 流 函 数 、 势 函数 、 流 线 
与 等 势 线 : 


CT et (2) w- 4L 

(3) w-rkl, oa i 

7.2 Wb EROR w= f) — 二 1, 试 分 别 求 出 沿 下 列 圆周 的 流量 与 
HE.: 

(1) 1z 一 1 一 去; (2) leis (3) el 


7.3 已 知 扇形 域 0 一 arg en s 121271 的 射线 边界 上 电位 为 0, 圆周 段 上 的 


电位 为 A ERAN EM. 

7.4 E iB fe e 355 89 58352 7g D z^ +y 一 2az(a 为 实数 ). 求 在 点 (2a,0) 与 点 
(a,a) 的 电场 强度 的 大 小 之 比 . 

7.5 有 一 条 很 深 的 河流 . 河 底 有 一 高 度 为 h 的 河 堤 ,在 远离 河 堤 的 流 源 处 的 
流速 Vo >0 是 已 知 的 , 问 此 河流 中 ,流速 的 分 布 情况 如 何 ? 


人 们 在 处 理 与 分 析 工 程 实际 中 的 一 些 问题 时 ,常常 采取 某 种 手段 
将 问题 进行 转换 ,从 另 一 个 角度 进行 处 理 与 分 析 , 这 就 是 所 谓 的 变换 . 
为 此 ,变换 的 目的 无 非 有 两 个 :第 一 ,使 问题 的 性 质 更 清楚 ,更 便于 分 析 
问题 ;第 二 ,使 问题 的 求解 更 方便 ,更 便于 解决 问题 . 但 变换 不 同 于 化 
简 , 它 必须 是 可 北 的 , 即 必须 有 与 之 匹配 的 道 变换 . 由 于 工程 实际 中 的 
问题 往往 是 复杂 的 ,因此 变换 是 一 种 常用 的 手法 . 而 数学 上 则 更 是 如 
此 ,直角 坐标 与 极 坐 标 之 间 是 一 种 变换 , 它 使 我 们 能 更 灵活 、 更 方便 地 
处 理 一 些 问题 ;对 数 也 是 一 种 变换 , 它 能 将 乘法 运算 化 为 加 法 运算 ,从 
而 能 用 来 求解 一 些 复杂 的 代数 方程 . 本 章 将 要 介绍 的 健 里 叶 (Fourier) 
变换 , 则 是 一 种 对 连续 时 间 函 数 的 积分 变换 , 即 通过 某 种 积分 运算 ,把 
一 个 函数 化 为 另 一 个 函数 ,同时 还 具有 对 称 形式 的 逆 变 换 . 它 既 能 简化 
计算 ,如 求解 微分 方程 .化 卷 积 为 乘积 等 等 ,又 具有 非常 特殊 的 物理 意 
义 , 因 而 在 许多 领域 被 广泛 地 应 用 . 而 在 此 基础 上 发 展 起 来 的 离散 傅 里 
叶 变换 ,在 当今 数字 时 代 更 是 显得 尤为 重要 . 


| $8.1 傅 里 叶 变换 的 概念 


在 讨论 传 里 叶 变 换 之 前 ,我 们 有 必要 先 来 回顾 一 下 傅 里 叶 级 数 
展开 . l 


$8.11 傅 里 时 级 数 


1804 年 , 傅 里 叶 首次 提出 “在 有 限 区 间 上 由 任意 图 形 定 义 的 任意 
函数 都 可 以 表示 为 单纯 的 正弦 与 余弦 之 和 ”, 但 并 没有 给 出 严格 的 证 
Hj. 1829 年 ,由 法 国 数学 家 狄 利克 雷 (Dirichlet) 证 明了 下 面 的 定理 ,为 


傅 里 叶 级 数 莫 定 了 理论 基础 
定理 8.1 设 方 (0 是 以 了 为 周期 的 实 值 函 数 , 且 在 [一 亏 , 云 ] 上 


满足 狄 利克 雷 条 件 (简称 狄 氏 条 件 ), 即 f COE T EE 


COD 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2) 只 有 有 限 个 极 值 点 . 
ME fr(2) 的 连续 点 处 有 


fr(t) = + Sareos nwot + b,sin nwot), (8. 1) 
其 中 
Wo ex 
E 
2 


T/2 
= 地 | fr(Dcos nwotdt (n = 0,1,2,.%), 
TJ—-r 
2 T/2 
b, -i| fr(Dsin zwotdt (n — 1,2,-7). 
TJ-r/2 


在 间断 点 处 ,(8. D SCZENDU E Cfr (s 4-0) - frt 7001. 


由 于 正弦 函数 与 余弦 函数 可 以 统一 地 由 指数 函数 表 出 ,因此 我 们 
可 以 得 到 另外 一 种 更 为 简洁 的 形式 . 根据 欧 拉 公式 可 知 ( 其 中 0 — 
y —1): 


COS nwot =} ( e»o! 十 emot ) : 


sin nost -i (eiue! — einaot y. 
代入 (8. 1) 式 得 
frt) = 一 ZH I Qn — jòn nwot dn T dos TÉ enm! ): 


今 


(D 数学 中 按 国家 标准 规定 用 “i” 表 示 虚 数 单位 ,这 里 用 “j” 是 按照 工程 中 通常 的 习惯 . 


可 得 
KC) ST eer (8. 2) 


T/2 
"m 于 | 广 (t)erineordt (n=0, +1, 2,). (8.3) 
TJ-r2 


这 里 系数 c, 既 可 直接 由 (8.2) 式 以 及 函数 族 {e”'} 的 正 交 性 得 
到 ,也 可 根据 c 5 a,b, 的 关系 以 及 a,,b; 的 计算 公式 得 到 , 且 c, 具有 
唯一 性 . 

我 们 称 (8. 1) 式 为 傅 里 叶 级 数 的 三 角形 式 , 而 称 (8. 20 3529 48 EB E 
级 数 的 复 指数 形式 . 工程 上 一 般 采 用 后 一 种 形式 . 

傅 里 叶 级 数 有 非常 明确 的 物理 含义 .事实 上 ,在 (8. 1) 式 中 , 令 


Au 75, A, = Va t E, 


cos On =% sin 0, r= cubs = 1,255 


A, A, 
则 (8. 1) 式 变 为 
十 co 
fr) =A t+ 57A, (cos 8,cos nwot — sin A sin nwot) 
n=1 


十 co 
一 Au 十 >,A,cos (nwott 0,). 


如 果 以 广 (b 代 表 信 号 , 则 上 式 说 明 ,一 
个 周期 为 工 的 信号 可 以 分 解 为 简 谐 波 之 和 . 
这 些 谐 波 的 ( 角 ) 频 率 分 别 为 一 个 基 频 w 的 
倍数 . 换 句 话说 ,信号 fr(z) 并 不 含有 各 种 频 
率 成 分 ,而 仅 由 一 系列 具有 离散 频率 的 谐 波 
所 构成 ,其 中 A, 反映 了 频率 为 we 的 谐 波 
在 fr 中 所 占 的 份额 , 称 为 振幅 ;6, 则 反映 
了 频率 为 nwo 的 谐 波 沿 时 间 轴 移动 的 大 小 ， 
称 为 相位 . 这 两 个 指标 完全 刻画 了 信号 fr CD NK 


的 性 态 . 
再 来 看 看 (8. 2) 式 ,由 c, 5 a, Kb, 的 关系 可 得 (图 8. 1) 


co =Ao, arg c, 一 一 arg C-n = On» 


|e |=] cn |= 4 NM EI = fr Gne abo 


因此 c 作为 一 个 复数 ,其 模 与 辐 角 正好 反映 了 信号 fr(t) 中 频率 
为 nwo 的 简 谐 波 的 振幅 与 相位 ,其 中 振幅 A, 被 平均 分 配 到 正 负 频率 
上 ,而 负 频 率 的 出 现 则 完全 是 为 了 数学 表示 的 方便 , 它 与 正 频率 一 起 构 
成 同一 个 简 谐 波 . 由 此 可 见 , 仅 由 系数 c, 就 可 以 完全 刻画 信号 Áo BS 
频率 特性 .因此 , 称 cn 为 周期 函数 fr(t) 的 离散 频谱 ,|c, | 为 离散 振幅 
Warg c, 为 离散 相位 谱 . 为 了 进一步 明确 c, 与 频率 nw 的 对 应 关系 ， 
常常 记 F(nwo)=6,. 
例 8.1 求 以 工 为 周期 的 函数 
do —IT/2 «c Esc 0, 
ats á 0< t< T/2 
KI BS BOA A AI E R E np CIRCA A GE BE X. 
解 令 wy —2n/ T, X 7 一 0 时 ， 
ww 于 | fr = L[ 2 =f 
当 nÆ0 时 ， 
1 T/2 " 
cn 一 下 (zuwo) = 于 | fr(D e^! dr 


E 2 [ema m Len =T) 
j ; 0, 当 nn 为 偶数 ， 
UE -v-d a, PETITS 
Jr(z) 的 健 里 叶 级 数 的 复 指数 形式 为 


+$ ; 
fiG) — 1 二 3) cgo dert, 


l, n= 0, 


| Flnwo) |= 4% — € 
————. n--4d*1,-3,:-. 
|n| x 
相位 谱 为 
0， a= 0, £2, té, 
arg F(nwo) -fw n= 1,3,5,4, 
TV/2， Wl 


其 图 形 如 图 8.2 所 示 . 


$8.1.2 傅 氏 积分 与 傅 氏 变换 


通过 前 面 的 讨论 ,我 们 知道 了 一 个 周期 函数 可 以 展开 为 传 里 叶 级 
数 ,那么 ,对 非 周期 函数 是 否 同 样 适 合 呢 ? 下 面 先 直 观 地 分 析 一 下 . 从 
物理 意义 上 讲 , 人 很 里 叶 级 数 展 开 说 明了 周期 为 工 的 函数 fr(z) 仅 包含 


离散 的 频率 成 分 , 即 它 可 由 一 系列 以 wm 一 缀 为 间隔 的 离散 频率 所 形成 
的 简 谐 波 合成 ( 求 和 ) ,因而 其 频谱 以 wo 为 间隔 离散 取 值 . 当 T RKR 
大 时 , 取 值 间隔 os 越 来 越 小 ; 当 工 趋向 于 无 穷 大 时 ,周期 函数 变 成 了 
非 周期 函数 ,其 频谱 将 在 o 上 连续 取 值 , 即 一 个 非 周期 函数 将 包含 所 
有 的 频率 成 分 . 这 样 离散 函数 的 求 和 就 变 成 连续 函数 的 积分 了 . 


1. 傅 里 叶 积分 公式 

我 们 按照 上 面 的 分 析 方 式 ( 即 令 T-~ 十 co), 由 周期 函数 的 传 里 叶 
级 数 来 推导 非 周期 函数 的 傅 里 时 积分 公式 . 这 里 只 是 形式 推导 ,并 不 是 
严格 的 证 明 . 有关 严格 证 明 可 参考 数学 分 析 方 面 的 相关 教材 . 

将 非 周期 函数 f(z) 看 成 是 由 周期 函数 f(t) 当 T> 十 co 时 转化 来 
的 ,由 (8.2) 式 与 (8.3) 式 有 

fiDnz um fra) 

— lim 2 [4[^. fs CO e omrde e. 


T-~~ 十 co impo 


将 间隔 ow 记 为 Aw; 节 点 nwo 记 为 w,; 并 由 T— 8 — 28 gg 
P wo Ac 


1 d di 
fe 2n lim 2; is. fr (De dre* e ao. 


一 一 co 


这 是 一 个 和 式 的 极限 ,按照 积分 定义 ,在 一 定 条 件 下 ,上 式 可 写 为 


fao- x p [[ oe ae ]e" do. (8. 4) 


由 此 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 8. 2( 傅 氏 积分 定理 ) ME Ki) 在 (一 co, 十 ce) 上 的 任 一 有 


限 区 间 满 足 狄 氏 条 件 , 且 在 (一 =, 十 cc) 上 绝对 可 积 ( 即 | ”| fo | dt 
<+), 则 (8. 4) 式 成 立 . 在 f(z) 的 间断 点 处 , (8. 4) 式 的 左 端 应 
3L LfaT-0)4- fa-0)1. 


称 (8. 3&2 48 E FE 2 43 XC REPRE ECIR A3. 
2. 傅 里 时 变换 
AG. 4) 式 出 发 , 令 
F(o) -[ foe, (8.5) 
则 有 a 
fo =2| Foe do. (8. 6) 


上 面 两 式 中 的 反常 积分 是 柯 西 意义 下 的 主 值 ,在 f(z) 的 间断 点 


处 ,(8.6) 式 左 端 应 为 [f(z 十 0) 十 f(t 一 0)]/2. 

可 以 看 出 ,由 (8.5) 式 与 (8.6) 式 定义 了 一 个 变换 对 , 即 对 于 任 一 已 
知 函 数 f(2), 通 过 指定 的 积分 运算 ,可 以 得 到 一 个 与 之 对 应 的 函数 
Flo), 而 由 (通过 类 似 的 积分 运算 ,可 以 回复 到 £C. 它们 具有 非 
常 优美 的 对 称 形式 . 后 面 我 们 将 会 看 到 ,它们 还 具有 明确 的 物理 含义 和 
极 好 的 数学 性 质 . 由 于 它们 是 从 傅 氏 级 数 得 来 的 ,因此 我 们 给 出 如 下 
定义 . 

定义 8.1 称 (8.5) 式 为 傅 里 叶 变 换 ( 简 称 傅 氏 变换 ) ,其 中 函数 
F(w) 称 为 f(2) 的 像 函 数 , 记 为 Fl(w) — 9 [ f CO JS C8. 6058 2 48 ER PF 
逆 变 换 ( 简 称 傅 氏 逆 变 换 ) ,其 中 函数 jz) 称 为 F(o) 的 像 原 函数 , 记 为 
f(D=F ^? [FC]. 

iX FE SAOS 下 (wo) 构 成 一 个 傅 氏 变换 对 . 55 48 E CC RE 18. ELE 
换 也 有 明确 的 物理 含义 . 由 (8. 6) 式 ,可 以 说 明 非 周期 函数 与 周期 函数 
一 样 ,也 是 由 许多 不 同 频率 的 正 \ 余 弦 分 量 合成 ,所 不 同 的 是 , 非 周 期 函 
数 包 含 了 从 零 到 无 穷 大 的 所 有 频率 分 量 . 而 F(w) 是 f(z) 中 各 频率 分 
量 的 分 布 密度 ,因此 称 F(w) 为 频谱 密度 函数 (简称 频谱 或 者 连续 频 
谱 ), 称 |F(w) | 为 振幅 谱 ,arg F(w) 为 相位 谱 . 由 于 侍 氏 变换 这 种 特殊 
的 物理 含义 ,因而 在 工程 实际 中 得 到 广泛 地 应 用 . 

l, leo, 


例 8.2 REPPER O= m T Q0 BE 
换 及 傅 氏 积分 表达 式 . 
解 由 (8.5) 式 有 
FLf(DJ= Flw) = [few = [ena 
=le =— L (eè qe) 
T Jo E Jw 


— sine _ gz Sin cw 
w óc ` 


| Elw | 2 28 


sin à v 
e 


相位 谱 为 
0, Zn <| ,|< Cn C Dm, 


à à 
Flo) = 
icio: Cat Da (2n + 2)x 
Ts Dm mapu d em ESL 
10,152 


其 图 形 如 图 8. 3 所 示 . 


再 根据 (8.6) 式 (注意 其 中 间断 点 的 取 值 ) 可 得 到 伟 氏 逆 变 换 , 即 
f(z) 的 健 氏 积分 表达 式 为 


十 co H 
fin- z | Zsin dw jot dw 
T J 一 co [0] 


p ** 2sin fw 


€ j ('^ 2sin8w .. 
一 cos w tdw 十 z— 一 sin wtdw 
2x 一 co [0] 2x 一 co w 
dh is EISE 
z2 sin OW os wtdo — 1/25 Fez 
T Jo w 
0, h£ |> 8: 


上 式 中 令 二 0 可 得 重要 积分 公式 
[ sin ARE 
0 a 2 A 


* 0, |w | 之 a, 
例 8.3 已 知 f(z) 的 频谱 为 F= | (a2 
1l. lwel«a 


0) f). 
MM ————————— M —ÀSÀG9 9 


解 f= FLF(w)] = | Fdw 


=4f dy — Sin at 
ZRI = nt 
= S (5#) 

x at J 


si 


id Salt) = 


n : n f) — Salat), t—0 Bf. EN T0) 95 


信号 二 Sa(at)( 或 者 Sa(t)) 称 为 抽样 信号 ,由 于 它 具 有 非常 特殊 的 频 


谱 形式 ,因而 在 连续 时 间 信 号 的 离散 化 离散 时 间 信 和 号 的 恢复 以 及 信和 号 
滤波 中 发 挥 了 重要 的 作用 . 其 图 形 如 图 8.4 Bron. 


(a) 
图 8.4 
e 9.40; 
08.4 求 单 边 指数 衰减 函数 (OO = b Z SOMER 
变换 ,并 画 出 频谱 图 . 
解 pt)= Z[f(0] = [Ew di 
e n e (9 dr 
E 1 nS pue! i; 
ad je a^ 
振幅 谱 为 


1 


| F(o) | — 


相位 谱 为 
arg Flw) =— arctan(w/a) s 


其 图 形 如 图 8. 5 所 示 . 
J 


(3) 


$8.2 单位 冲 激 函 数 (6 函数 ) 


健 里 叶 级 数 与 仁 里 叶 变 换 以 不 同 的 形式 反映 了 周期 函数 与 非 周期 
函数 的 频谱 特性 ,是 否 可 以 借助 某 种 手段 将 它们 统一 起 来 呢 ? 更 具体 
地 说 ,是 否 能 够 将 离散 频谱 以 连续 频谱 的 方式 表现 出 来 呢 ? 这 就 需要 
引入 下 面 将 要 介绍 的 单位 冲 激 函 数 与 广义 傅 氏 变换 ,其 中 单位 冲 激 函 
数 本 身 有 其 实际 背景 . 在 工程 实际 问题 中 ,有 许多 物理 现象 具有 一 种 肪 
冲 特征 ,它们 仅 在 某 一 瞬间 或 者 某 一 点 出 现 ,如 瞬时 冲击 力 、 脉 冲 电流 、 
质点 的 质量 等 等 ,这 些 物 理 量 都 不 能 用 通常 的 函数 形式 去 描述 。 

例 8.5 设 有 长 度 为 e 的 均匀 细 杆 放 在 xz 轴 的 [0,e] 上 ,其 质量 为 
m Fi o, (x) 表示 它 的 线 密度 , 则 有 


m 


H 0s ce e 
Olt) =4 E (8. 7) 
0, 其 他 . 

如 果 有 一 个 质量 为 m 的 质点 放置 在 坐标 原点 , 则 可 以 认为 它 相 当 于 上 
面 的 细 杆 取 e—0 的 结果 , 按 (8.7) 式 , 则 质点 的 密度 函数 o(z) 为 


eo, r—0, 
pn = limg (x) = | (8. 8) 
e—0 0, € 350. 


显然 , 仅 用 (8. 8) 式 这 种 “常规 ”的 函数 表述 方式 ,并 不 能 反映 出 质 
点 本 身 的 质量 ,必须 附加 一 个 条 件 | “pCz)dz — m. 为 此 我 们 需要 引 


人 一 个 新 的 函数 , 即 所 谓 的 单位 冲 激 函 数 ,又 称 为 狭 拉 克 (Dirac) 函数 
或 者 8 函数 . 


$8.2.1 单位 冲 激 函 数 的 概念 及 其 性 质 


依照 上 面 的 例子 ,我 们 可 以 简单 地 定义 单位 冲 激 函 数 8(z) 是 满足 
下 面 两 个 条 件 的 函数 : 
(1) 当 上 天 0 时 ,3(C) = 0; 


十 co 
(2) | óCOdt = 1. 


这 是 由 狄 拉 克 给 出 的 一 种 直观 的 定义 方式 ,按照 此 定义 , 则 例 8.5 
中 的 质点 的 密度 函数 为 p(z) 二 m6(x). 

这 里 需要 指出 的 是 ,上 述 定义 方式 在 理论 上 是 idi 
不 严格 的 , 它 只 是 对 6 函数 的 某 种 描述 .事实 上 ,6 1 
函数 并 不 是 经 典 意义 上 的 函数 ,而 是 一 个 广义 函 i 
数 , 因 此 ,关于 6 函数 的 严格 定义 可 参阅 有 关 广 义 
函数 方面 的 书籍 . 另外 ,3 函数 在 现实 生活 中 也 是 不 
存在 的 , 它 是 数学 抽象 的 结果 . 有 时 人 们 将 $ 函数 
直观 的 理解 为 S) — lima, C) ,其 中 6.( 四 是 宽度 为 图 8.6 
高 度 为 1/e 的 矩形 冲 激 函数 (图 8. 6). 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 直接 给 出 $ 函数 的 几 个 基本 性 质 . 

性 质 8.1 d Fi) 是 定义 在 实数 域 R 上 的 有 界 函 数 , 且 在 上 一 0 处 
连续 , 则 

[ aws = fo. (8.9) 


一 般 地 , 若 SOE t= 点 连续 , 则 


十 co 
[sc 一 oodz= flte) (8. 10) 


此 性 质 称 为 筛选 性 质 . 其 中 (8. 9) 式 给 出 了 0 函数 与 其 他 函数 的 运 
算 关 系 , 它 也 常常 被 人 们 用 来 定义 6 函数 , 即 采用 检验 的 方式 来 考察 某 
个 函数 是 否 为 6 函数 . 
性 质 8.2 0 函数 为 偶 函数 , 即 SG — 0C D. 
性 质 8.3 设 wu(?) 为 单位 阶 跃 函数 , 即 
l, t0, 
0, L0. 


则 有 | 8(Ddt — «QD, de — = 80). 


ec Es, 1 的 有 向 线段 来 
表示 0 函数 (图 8.7) ,其 中 有 向 线段 的 长 度 代表 .8$ 函数 的 积分 值 , 称 为 
冲 激 强 度 . 图 8. 8(a) 与 图 8. 8(b) 则 分 别 为 函数 AS CO 5j 8(t 一 to) 的 图 
形 表示 ,其 中 A 为 A5(z) 的 冲 激 强 度 . 


sO Aó(t) 6(t—t0) 
(D 
t lo t 
: (a) (b) 


Kd 8.8 


at) = 


例 8.6 给 出 函数 FG) =n ëlo o) — 
(wo 十 oo )] 的 图 形 表示 ,其 中 os 70. 

解 BUR Flw) = nl lw o) —8Co4- 
wo) ]TE ww 与 一 wo 的 冲 激 强度 分 别 为 x 和 
一 x, 其 图 形 如 图 8. 9 所 示 . 

本 例 显 示 , 利 用 单位 脉冲 函数 可 以 将 离 
散 值 以 连续 形式 表达 ,从 而 可 以 统一 地 进行 
处 理 . 图 8.9 


$8.2.2 8 函数 的 和 傅 氏 变 换 
根据 o 函数 的 定义 ,我 们 可 以 容易 地 得 出 8 函数 的 傅 氏 变换 为 


十 cc 
FG») — [800] — I Sedt = e*l 21 


t=0 


即 单位 冲 激 函 数 包 含 各 种 频率 分 量 且 它们 具有 相等 的 幅度 , 称 此 为 均 
匀 频 谱 或 白色 频谱 . 由 此 我 们 得 出 ,8(z) 与 1 构成 傅 氏 变换 对 , 按 逆 变 
换 公 式 有 
g3[l1- | do — BC. (8.11) 
TJ 一 cp 


这 是 一 个 关于 6 函数 的 重要 公式 . 

需要 注意 的 是 ,这 里 5(z) 的 仁 氏 变换 仍 采用 仁 氏 变换 的 古典 定义 ， 
但 此 时 的 反常 积分 是 根据 8 函数 的 定义 和 运算 性 质 直 接 给 出 的 ,而 不 
是 普通 意义 下 的 积分 值 , 故 称 8(z) 的 傅 氏 变换 是 一 种 广义 的 傅 氏 变换 . 
运用 这 一 概念 ,我 们 可 以 对 一 些 常 用 的 函数 ,如 常数 ,单位 阶 跃 函数 以 
及 正 、 余 弦 函 数 进行 侍 氏 变换 ,尽管 它们 并 不 满足 绝对 可 积 条 件 . 下面 
通过 几 个 例子 给 予 说 明 . 

例 8.7 分 别 求 函数 f(t)==1 与 f(t)= 二 e%! 的 仁 氏 变换 . 

解 由 傅 氏 变换 的 定义 以 及 (8. IDRA 


Fo) 9Cf.GC)] =| T erf dz 
Tem 
=| edr = 2x8(o)， 
中 oo * 
Foam F[f,G)]-3s 上 temi di 


Pe 
= | ee dt = 2x8(m, — w) 
= 2r8(Cw 一 wo ). 


818.8 试 证 :单位 阶 路 函数 uO HERRERAN Hrd). 


证 d FG) bn) AD =F [FG], Wi 


+00 
fo- z[ [. + x8(9) ]e* du 
2rJ--- jw 
oo 十 co 
- 4f eee L| lets 
2.) 2vJ-— jw 
三 去 + sin wt iw, 
2 vx Jo w 
a 
由 例 8.2 知 | ”sm zdz = 对 ,所 以 有 


i 
Q, 0 
例 8.9 R Fi 一 cos wt 的 傅 氏 变换 . 

解 ”由 傅 氏 变换 的 定义 有 


F(o)— FFO — [eos c tdt 


fi = u(t) = | 


i we : : 
=| 3 (09V Hemide 


+00 
= "T (e X7») 十 e Xe) )dt 


2 J- 
= n[8CGc— wm) +È Co 4- o») ]. 

本 例 显 示 ,在 广义 傅 氏 变换 意义 下 ,周期 Fw) 
函数 也 可 以 进行 傅 氏 变换 ,其 频谱 仍 是 离散 
的 (图 8. 10) ,这 一 点 与 傅 氏 级 数 展开 是 一 臻 
的 . 所 不 同 的 是 ,这 里 是 用 冲 激 强度 来 表示 各 
频率 分 量 的 幅 值 的 相对 大 小 . 

事实 上 ,对 一 般 周期 函数 而 言 ,有 下 面 的 
定理 . 


定理 8.3 设 /() 是 以 了 为 周期 的 实 值 函 数 , 且 在 [一 去 , 亏 ] 上 清 


(n) 


图 8. 10 


十 co 
足 狄 氏 条 件 , 则 了 f(t) 和 FCw) 二 X, 2xF(nwo)5lw 一 nwo) 是 一 组 傅 氏 


n=—00 


变换 对 . EH s m IR. FCnwo) 是 /CD) 的 离散 频谱 


证 ” 按 傅 氏 级 数 展开 式 有 
fe) md Y Fiam; 


一 一 co 


因此 
十 co +o qe c , 
2LfQ(a»]-2 [ fa)e™ dt = SF Fw, Í evo! get dt 


十 co 
= D2rFnw) dw — nw) = FG», 


n= 一 00 


1 


FLF(w)]= 2x 


+00 : Blu +00 ; 
| Ferdo = 5 FGwo[ 3 — noe" do 


十 co 
= > Finami = f(), 


一 一 co 


即 得 f(D 5j (wo) 是 一 组 傅 氏 变换 对 . 


| $8.3 傅 里 叶 变换 的 性 质 


为 了 叙述 方便 ,假定 在 以 下 性 质 中 ,所 涉及 的 函数 的 仁 氏 变换 均 存 
在 , 且 对 一 些 运算 (如 求 导 、 积 分 . 求 和 等 ) 的 次 序 交 换 , 均 不 另 作 说 明 . 


$8.3.1 基本 性 质 


1. 线性 性 质 
i FoO)—42LfXO ]. GXG»2—7[gCGOD ]; ay8 为 常数 , 则 
Z [af G) -- Bg G)] =aF lw) 4- BGCo) , 
Z^ [aF(o) 3 BG(o) ] =af CO -- BgCD. 


本 性 质 可 直接 由 积分 的 线性 性 质 推 出 . 
2. 位 移 性 质 
d FG)-—47[fGO)]; toos 为 实 常数 , 则 
Lf —85)]2e*^*F(o), (8. 12) 
S^ [F(»— w)] —e^'f(G). (8.13) 
证 由 定义 有 


十 co 
2LfG—u)]-2 |: fimt) dt, 
作 变 量 代 换 =t t 得 
2[fG—5)]- [^ fae e "to dr, 
— eZ f())]-e»FC»). 
类 似 可 证 (8. 132 XX. 
傅 氏 变换 的 这 一 性 质 有 很 好 的 物理 意义 .其 中 (8. 12) 式 说 明 , 当 一 


个 函数 (或 信号 ) 沿 时 间 轴 移动 后 , 它 的 各 频率 成 分 的 大 小 不 发 生 改变 ， 
但 相位 发 生变 化 ;而 (8. 13) 式 则 被 用 来 进行 频谱 搬移 ,这 一 技术 在 通信 


系统 中 得 到 了 广泛 应 用 . 
p 1 
例 8.10 已 知 BG 7T EEG a (8770, w 为 实 常数 ), 求 g(2) 
—9 [Glw)]. 
f 由 (8.13) 式 并 利用 例 8. 4. 的 结果 ,有 
— gl — eit e. Z- 1 
g0-223[6G(»]- e F lF ja 
an t0, 
ai m t « 0. 
3. 相似 性 质 
HFD =F], a 为 非 零 常数 , 则 
Ea 3 w 
SLf(GD] = LI 上 (8. 14) 


证 ZF[f(at)] =| " f(at)e dt, 4 rc at, WE: 4 a>0 ff, 
Si Y om -izg lp(-), 
ZLf(at)] = Lf” Ge dz 一 Jc y 
M aco 时 ， 
ZLf(a)] = Lf” fede — ip(e). 
a J+ a a 


综合 上 述 两 种 情况 ,得 


Sf(a)] = rr) 


lal" Xa 

此 性 质 的 物理 意义 也 是 非常 明显 的 . 它 说 明 , 若 函数 (或 信号 ) 被 压 
缩 Co 之 1), 则 其 频谱 被 扩展 ;反之 , 若 函 数 被 扩展 (ae<<1), 则 其 频谱 被 
压缩 . 

例 8.11 已 知 抽样 信号 (Co 99 2 gon 
ls 3 w EER 
0, | w | 2. 
求 信号 sc — f (7 ) 的 频谱 Gc». 

8 ”由 (8.14) 式 可 得 

GG 区 [gt 二 三 s[r(7)]- 2F(2w), 

" | w | l, 
0, | w Ires I: | 
从 图 8.11 中 可 以 看 出 ,由 Fi) 扩展 后 的 信号 g(t) 变 得 平缓 ,频率 
_ 变 低 , 即 频率 范围 由 原来 的 |w| <2 EA |o | —1. 


F(o) = | 


F(o) 


4. 微分 性 质 
# lim CD 一 0, 则 


FEF (5] ^ wF LfCO ]; (8. 15) 
一 般 地 , 若 lim f=0 (k&—0,1,2,*,n— 1) , Wü 
ZLf?QG)] — Go0*9T fCO ]. (8. 16) 
WE ” 当 |zil 一 十 co 时 ,| fioe ^" |—| fX 0, 可 得 f(t)e "0. 
因而 
"pen : 
FEF (2)] - f'(De*' dt 
Too 十 co 
— fie 十 jo| fedt 
—je LfG) ]. 
反复 运用 上 式 即 得 (8. 16) 式 . 


同样 ,还 能 得 到 像 函 数 的 导数 公式 为 
dc) [—j/ Q3]. 


du 
一 般 地 ,有 
Ece = C DF E fa). 
当 Fi 的 傅 氏 变换 已 知 时 ,上 式 可 用 来 求 如 Fi) 的 傅 氏 变换 . 
5. 积分 性 质 


Wa) = | fod limga) — 0, 则 
g[gt)] = x Lf. 


证 —HTgO-—fGO ,根据 (8.15) 式 有 
FEFA] = Fg )] = je? LgCO ]. 


B zL[gcO]9 o Lf(G]. 
jo 


6. 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 
Fo =F] WE 


十 co oo 
I fd = Ł LF |*do. (8.17) 


证 Bd Fo-24[fo]- | roe, 有 


十 co 
Flw) =] fS dr. 


所 以 
i E l'à =} [^r ) FG»d 
2n ET [0] 2n ES [0] w wW 
=2| rof fS dt]do 
2xJ = 
zii fat. [^ Fe duld: 
一 co TJ 一 co 
十 co 
=| f! X0 dt. 
+> sin? 
例 8. 12 求 积分 r medo f. 
解 mfi s.2 可知 函数 
Ts | t Iss 5 
fü = | (8 > 0) 
Ora l£[z258 


BOR REIR IOS FG) —20 259. 令 9 一 1， 并 由 (8. 17) 式 得 
| (e dw = 2x i Idt = Afs 
一 co w se 


由 于 被 积 函 数 为 偶 函 数 , 故 
位 sinw gy 工 
2 2 e^ 


0 w 


$8.3.2 卷 积 与 卷 积 定理 


1. 卷 积 
定义 8.2 RAMS 户 (b 在 (一 ,十 ce) 内 有 定义 . 若 反常 积 


分 | ”六 Co 户 (e 一 Ddr 对 任何 实数 ? 收 伍 , 则 它 定义 了 一 个 自 变量 


为 :的 函数 , 称 此 函数 为 fo OO 5S. f(t) 的 卷 积 , 记 为 fia) 
fat), BP 


十 co 
RAO * £o - | fi) falt — D dr. 


根据 定义 ,很 容易 知道 卷 积 满足 

Ri IO * fa(D — fs FD (交换 律 ) 

RO x¥ [falz) * f(t)] 
= (结合 律 ) 

AAD *LfsOD f] 
—fiQ x fO) T fO) x fs(t). (分 配 律 ) 

例 8.13 求 下 列 函数 的 卷 积 . 
"A t0, gU, 290, 
Dell neu CODI uu gd 

其 中 20,870 H az. 


fO 
1 
T 
(a) (b) 
8.12 
解 由 定义 有 


十 co 
fg | 到 二 


由 图 8.12, 18:24 r0 时， 
f(t) * g(t) = 0; 
M t0 时 ， 


fA) * glt) =| f glt — r)dr = f ee F^? dr 
9 0 


r— n! a —— M 和 
: 


Be 1 u 5 
Lg (GB e Be S ed 
é fe dr ar a EST, 
0, EEN 
JO) * g) -二 tz. 


a 一 


例 8.14 求 下 列 函 数 的 卷 积 
TA = f*u(Di gi | 


l, Ee s 
D Aa 


图 8.13 


解 由 定义 有 
WO 二 [fosa cadi 


十 co 
=] go» fG — rdr, 
由 图 8. 13 ,可 得 : 当 二 一 1 时 ， 
oe — 0 
M—]1xx HB. 
POETO =f latre d ins a+’; 
-1 
M Sli, 
l 
f(D * gCD =| La idees icr Fi. 
=] 


0， t«— 1, 
roseo -daroa l —1<zż:<1, 
(62 4-2)/3, — t1. 
通过 上 述 例子 ,可 知 卷 积 由 反 裙 .平移 、 相 乘 、 积 分 几 个 部 分 组 成 . 
即将 g(r) 反 裙 平移 得 g(t 一 tr) 二 g( 一 (tr 一 )) ,再 与 f(t) 相 乘 求 积 分 . 
因此 卷 积 又 称 为 袜 积 或 卷 乘 . 如 果 采 用 图 解 方 式 则 很 容易 确定 积分 限 . 
2. 卷 积 定理 
定理 8.4 d FiG20—2[f1O0)]. FO —7 Ef; CO ] E 
SLAC f;(D0] = Flw) * FCD, 


SUA. O f= ZR TRU NES (à 385 
证 ”由 卷 积 与 傅 氏 变换 定义 有 
FLAO * 万 (0] 一 = fi(t) x fae dt 


十 co 十 co 
=| [f fi fia — Ode |e*tàr 
十 co 十 co 
«| Acl fi — edt dc 


= ip fice T fat — Dee? de Jar 
= F; Cw) * F; lw): 
同 理 可 得 (8. 18) 式 . 
利用 卷 积 定理 可 以 简化 卷 积 计算 及 某 些 函 数 的 健 氏 变换 . 
例 8.15 求 下 列 函 数 的 卷 积 
Jj» p net, g(t) = sngt, 


其 中 a>0,B8>0. 
解 i FGO)—2ZLfXO)]; GC) —7[gCGOD0]. Bi f| 8. 3 Ad 
Ta < , iz =s , 
Flw) = dua oo — 
0, |wl2»a; Os | w |2 f. 
因此 有 


1, lwelsz» 


noi ace dr 0, "XP, GPE r= mines 2, 
由 卷 积 定理 有 
fi * go) dis FLF i Gto i sin yt 


uto 
$18.16 t fA) =e "u(Dcos wt (770) ,oR Z [f CO ]. 
f 由 (8.18) 式 得 


gE] = 地 FLe mul] F Ecos wsd. 
又 由 例 8.4 与 例 8.9 可 知 
Z[e*u(D]- 


x 
Z [cos wot] —xL8Co-- e) 4- dw — e») ]. 
因此 有 
FF(E] 
Br gig s — 0 MG — os — D dr 


apr sb o1 es 1] 
[RT | 
8 十 jw 
- (B jo? JF ot 


$8.3.3 综合 举例 


例 8.17 设 f() 是 以 周期 为 人 的 实 值 函数 ,上 且 在 [一 T/2,T/2] 上 
满足 狄 利 克 雷 条 件 ,证 明 


ite < 
于 | fF Wa = D | Fw l. 


天 一 一 co 


其 中 "LI: Fo) f(z) 的 离散 频谱 . 
证 由 题 意 有 


f(D = F(nayj)e"*' , 


n-—-—oo 


Fanwo) = 于 | fie "dr, 


由 上 式 有 
—— 1 T/2 . 
F(n wo ) 一 i| f Ga) edt 
sk -—T/2 


1 0 : , 1 T/2 rem 
= 于 | ferm à L| fe" dr, 


对 上 式 中 右 端 第 一 个 积分 作 变 量 代 换 二 二 t 十 ;并 利用 £O 5 e"' Bg 
周期 性 有 


FCn wo)= H, fX) e"^ dr, 十 iP f (D e" dr 
= if f(t)" dt. 
从 而 有 
i[ f (t) dt= iD f» b F(nwj)e"*'dt 


n-—-—oo 


T Fw) * H fedt 


了 一 一 co 


十 co +o 
S Fna) * Fino) = X) | Fw) |. 


n——coo n= 一 co 


例 8.18 设 了 (2) 是 定义 在 (一 ,十 2o) 上 的 实 值 函 数 ， 且 存 在 伟 
氏 变 换 F(w) —2 [ fCO ] WEH: 
[^ Flw) LOT b: Fe I da 


0 | c | w | 


证 hrot oT ilis f(De^di, 有 


Fert [^ posat = FOP 


. 因此 
ihi | Flw) ds hs Flw) e Fw) 4. 


0 |w | | c | 


个 Flw) 。 Fo) * FO w) iw 


|w | 


— ———————————————— 


ide Pd [ FO oi) * Fan) 5, 
ds | | i 
-[ ata 
T2 pw 


例 8. 19 试 证 明 : 
2 aT a a i cos wtdw "t e cost. 
证 $ f(D—e "cos t, FO — 9 [ fCO) ] | Bü] 
Füge E fadt 


= | e "cos te ™ dr 


十 co 0 
一 | e 'cos te *" dt +| e'cos te ij: dr. 
0 一 co 
对 上 式 第 二 个 积分 作 变 量 代 换 = 二 一 t, 有 
Flw) -[^ ecos te *" dt + m €" cos tei dr, 
0 0 


| e 'u(t)cos te *' d; 十 | eutocos te*' dr. 
4 fi(D—e''u(GD)cos t, Fila) —2 L fi GO) ] Bü] 


i Elw) = F (w) + FiCo) = 2Re F, (o). 
由 例 8. 16 可 知 


e 1 十 jw 
一 FAT 
2 
因此 ,F(w) 一 2Re Fi (0) —2 572. 对 F(w) 求 道 变换 有 


+o 2 

$^ [F()]» n 2 rente 
Td 
= zs w 


2 Ceos wt +jsin wt)dw 


Z cos wt dw = f(t). 


e [ar 


cos wt do = e 


2 2 
2[7422 T 
T Jo 


TET 
例 8.20 已 知 ra di = Vr, fO = e HARER. 
解 ” 设 FCw)==F[f0)], 则 


4 z=t+jw, 44 


rte Ptjw " 
Fuse | "e*dc—e7 üim|" e*de (8.19) 


—co-Fjo 


如 图 8. 14, OE Hi il £X C= 二 Ci 十 Cs 
+G+G hF ec- 在 = 平面 上 解析 ,有 


$ e* dz =$ e* dz = 0. 
c ETET TA 
其 中 


| c a dz= | ee jdy 
= e? fe e”#jdy— 0 ( 当 B8 一 十 co 时 )， 
0 


同 理 | e" dz—0 Q4 g——r col. 又 由 已 知 条 件 ,有 


€ 
2 B 2 
f e^ dz =f e dr-- x (g-4- 99), 
C, -e 

因此 

lim | e dz 十 Vx 一 0. 

Breto ci 
Bl 

—Btjw 

lim e” dz 一 一 Vr. 

Boo ptiw | 
代入 (8. 19) 式 得 

F(29) = e" Vrs, 

故 


gle = F(o) = /xe* ^, 


———————— E207 
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本 章 从 周期 函数 的 傅 氏 级 数 出 发 ,导出 非 周期 函数 的 傅 氏 积分 公 
式 , 并 由 此 得 到 傅 氏 变换 ,进而 讨论 了 傅 氏 变换 的 一 些 基本 性 质 及 
应 用 . 

傅 氏 级 数 展 开 被 称 为 是 最 辉煌 、 最 大 胆 的 思想 . 从 分 析 角 度 看 , 它 
是 用 简单 函数 去 逼近 (或 代替 ) 复 杂 函 数 ; 从 几何 观点 看 , 它 是 以 一 族 正 
交通 数 为 基 向 量 , 将 函数 空间 进行 正 交 分 解 , 相 应 的 系数 即 为 坐标 ;从 
变换 角度 看 , 它 建 立 了 周期 济 数 与 序列 之 间 的 对 应 关系 ;而 从 物理 意义 
上 看 , 它 将 信号 分 解 为 一 系列 简 谐 波 的 复合 ,从 而 建立 了 频谱 理论 . 

侍 氏 变换 是 傅 氏 级 数 由 周期 函数 向 非 周 期 函数 的 演变 , 它 通 过 特 
定形 式 的 积分 建立 了 函数 之 间 的 对 应 关系 . 一 方面 , 它 仍 然 具 有 明确 的 
物理 含义 ; 另 一 方面 , 它 成 为 一 种 非常 有 用 的 数学 工具 . 因此 它 既 能 从 
频谱 的 角度 来 描述 函数 (或 信号 ) 的 特征 ;又 能 简化 运算 ,方便 问题 的 求 
解 . 和博 里 叶 变 换 一 般 要 求 函 数 绝 对 可 积 , 但 在 引入 了 8 函数 并 提出 了 广 
义 傅 色 积 分 的 概念 后 ,放宽 了 对 函数 的 要 求 . 特别 是 周期 函数 也 可 以 进 
行 傅 氏 变换 ,从 而 使 倩 氏 级 数 与 倩 氏 变换 统一 起 来 ,前 者 成 为 后 者 的 一 
个 特例 . 

需要 指出 的 是 ,本 章 所 讨论 的 侍 氏 变换 均 是 针对 实 值 函数 的 . 事实 
上 ， 傅 氏 变 换 对 于 复 值 函数 也 是 成 立 的 .这 时 ,我 们 可 以 将 倩 拒 变换 写 
成 如 下 的 对 称 形式 : 


F4 ) = 一 | (D e" dt, 
fiie t 
(p -—— [Fco d 
t) = e dw. 
ue" - aci 


这 种 优美 的 数学 形式 ,加 上 真实 的 物理 含义 以 及 极 好 的 变换 性 质 , 使 之 
被 誉 为 “一 首 优美 的 数学 诗 ”. 

随 着 信息 数字 化 的 发 展 ,在 倩 氏 变换 之 后 ,又 出 现 了 用 于 处 理 离 散 
时 间 函 数 的 离散 傅 氏 变换 及 有 限 离散 傅 氏 变换 (DFT). 特别 是 20 世纪 


60 年 代 出 现 的 针对 DFT 的 快速 算法 (FFT) ,使 得 人 博 氏 变换 在 数字 领 
域 也 同样 发 挥 着 巨大 的 作用 . 


8.1 根据 (8.4) 式 ,推出 函数 ji) 的 傅 氏 积分 公式 的 三 角形 式 : 
fo = 工 | [| focos wt dc Jdu. 
8.2 试 证 : 若 fOOWB IET IK TUE PERI AR (E WA 
fo- [7 Awos utdw 十 |， Bisin atibus 
其 中 
AG) — L[7 facos erdr, Blw) = L[7 fcosin etdr. 


8.3 BR SO) = |sin :| 的 离散 频谱 和 它 的 传 里 叶 级 数 的 复 指数 形式 . 
8.4 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 : 


ls Ue 
es 1:0; 
(1) oo 0<t<1, (2) 7o= 人 ed 
, t 3 
0, ”其 他 ; 


Ue tl, e'sin2t, t0, 
(3) ro-| (4) fo-| 
0, [2| 215 0, t« 0. 
8.5 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 ,并 证 明 所 列 的 积分 等 式 . 
1. IHS 
(D Ko! WHH: 
0,' ISE 


0 w 


n x 1/2, | £ «1, 
| sin wcos eta = d x/4, | t| s 


0, | 212.15 
sint, |t| sm, 
c fo | CU 证 明 
0， |2| 2. 
T. A 
w sin wr sinet, = 7g SI s | £|siim, 
二 
o 1 一 w 
0， | £|2 m. 


8.6 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 : 


有 een I 


at t<0, L 
(D sgn t= (2) f(D —cos tsin t; 
l, t>0; 


(3) f0) — sin?t; (4) AD 一 sin(5t 十 至 ). 


8.7 画 出 单位 阶 跃 函数 u(z) 的 幅 谱 图 . 
8.8 证 明 : 若 [er??]= 二 F(w) ,其 中 eG) 3g — 3k pR 2C , Dl 


$ cos g] = HLF) +F 9]. 
S [sin g(0] = pi —PC 33. 
8.9 i FG)-7[fG)] WB. 
fow) = j" 7 FCE De dt. 
2r) -~ 
8.10 WRA 8.15 与 图 8. 16 所 示 的 周期 函数 的 频谱 . 


f(t) 
2 
-2 0 2 t 
图 8.15 三 角形 脉冲 波 图 8.16 锯齿 波 


8.11 Ql Fw) 一 x[Li(o 十 om ) 十 3Co 一 om )] 为 函数 CO BRL BE E IER RSO). 
8.12 求 函数 


fa) = l[sco taaa +(+ 9) (i t) | 


KEREK. 
8.13 证明 下 列 各 式 : 
(D fiDx f=f Dx AD: 
(2) aLfi(CO * OJD] faa) (a 为 常数 ); 
D GLAD AONO» AOZA E fic. 
8.14 设 
0, t«0, D Bed 


a) = a) = 
f "ETT Ta & "r2 9.06 


X fii fO. 
8.15 it Fi =F], Felo) — 9f; CO ] EBI 


FF) f= zh (o) & Fa o9. 


8.16 求 下 列 函 数 的 傅 氏 变换 : 
(D f(D-—sinest* D; (2) F= do'ta Ct). 


————— — l———— ÍÀ 


拉 普 拉 斯 变换 


| $9.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 


上 一 章 介 绍 的 健 里 叶 变 换 无 疑 在 许多 领域 中 发 挥 了 重要 作用 . 特 
别 是 在 信和 号 处 理 领域 ,直到 今天 它 仍 然 是 最 基本 的 分 析 和 处 理工 具 ,其 
至 可 以 说 信和 号 分 析 本 质 上 即 是 仁 氏 分 析 ( 谱 分 析 ). 但 任何 东西 总 有 它 
的 局 限 性 , 傅 氏 变换 也 是 如 此 . 因而 人 们 针对 健 氏 变换 的 一 些 不 足 进行 
了 各 种 各 样 的 改进 . 这 些 改进 大 体 上 分 为 两 个 方面 ,其 一 是 提高 它 对 
问题 的 刻画 能 力 , 如 窗口 傅 氏 变换 .小 波 变换 等 ;其 二 是 扩大 它 本 身 的 
适用 范围 .本章 要 介绍 的 是 后 面 这 种 情况 . 我 们 已 经 知道 , 傅 氏 变换 是 
建立 在 傅 氏 积分 基础 上 的 ,一 个 函数 除 要 满足 狄 氏 条 件 外 ,一 般 说 来 还 
要 在 (一 co ,十 co) 上 绝对 可 积 , 才 有 古典 意义 下 的 传 氏 变换 . 而 绝对 可 
积 是 一 个 相当 强 的 条 件 , 即 使 是 一 些 很 简单 的 函数 (如 线性 函数 、 正 弦 
与 余弦 函数 等 ) 都 不 满足 此 条 件 . 引入 6 函数 后 , 傅 氏 变换 的 适用 范围 
被 拓宽 了 许多 ,使 得 “ 缓 增 ” 函 数 也 能 进行 侍 氏 变换 ,但 对 于 以 指数 级 增 
长 的 函数 仍 无 能 为 力 . 另外 ,进行 健 氏 变换 必须 在 整个 实 轴 上 有 定义 ， 
但 在 工程 实际 问题 中 ,许多 以 时 间 t 作为 自 变量 的 函数 在 1 二 0 时 是 无 
意义 的 ,或 者 是 不 需要 考虑 的 . 因此 在 使 用 仁 氏 变换 处 理 问题 时 ,具有 
一 定 的 局 限 性 . 

能 和 否 找到 一 种 变换 , 既 具 有 类 似 于 传 氏 变换 的 性 质 , 又 能 克服 以 上 
的 不 足 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,这 就 是 我 们 下 面 要 介绍 的 拉 普 拉 斯 (La- 
place) 变 换 . 它 是 从 19 世纪 末 英 国 工程 师 赫 维 赛 德 (Heaviside) 所 发 明 
的 算 子 法 发 展 而 来 的 ,而 其 数学 根源 则 来 自 拉 普 拉 斯 . 


89.1.1 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 


定义 9.1 设 函 数 f(z) 是 定义 在 [0, 十 co) 上 的 实 值 函数 ,如 果 对 
于 复 参数 ;二 8 十 jw, 积 分 


十 co 
F(s) =d flDe™dt (971) 
0 


在 复 平面 ;的 某 一 域内 收敛 , 则 称 F(s) 为 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 (简称 
拉 氏 变换 ) in FGOo— Lf CO ]if i Bh 3k f(z) 为 F(s) 的 拉 普 拉 斯 
逆 变 换 (简称 拉 氏 逆 变 换 ), 记 为 fO — Y" 1[F(s)]. 有 时 我 们 也 称 f(2) 
与 F(s) 分 别 为 像 原 函 数 和 像 函 数 . 

拉 氏 变换 与 侍 氏 变换 到 底 有 什么 关系 呢 ? 或 者 说 拉 氏 变换 是 如 何 
对 健 氏 变换 进行 改造 的 呢 ? BO. 1) 式 ,我 们 有 


ZLLf(2)]= | &oea 


= [Troe e et dr 
0 


一 站 fouort 
= S /fiDu(GDe* ]. 

可 见 函 数 f(z) 的 拉 氏 变换 就 是 S Oue P HARER. 其 基本 
想法 是 :首先 通过 单位 阶 跃 函数 u(z) 使 函数 FOOD TE (0 的 部 分 充 零 
(或 者 补 零 ) ;其 次 对 函数 FOOD E £0 的 部 分 乘 上 一 个 衰减 的 指数 函数 
ee 以 降低 其 "增长 ?速度 ,这 样 就 有 希望 使 函数 f(t)ult)e 4 满足 傅 氏 
积分 条 件 , 从 而 对 它 进行 传 氏 积分 . 

例 9.1 分 别 求 出 单位 阶 跃 函数 u(t) 、 符 号 函数 sgn t 以 及 函数 
f(z) 二 1 的 拉 氏 变换 . 


解 由 (9.1) 式 有 
十 co 十 co 1 
Z[ut)] 4l uae™de = | e* dr = Ti (Re s>œ>0); 
0 0 
dom 1 
Z[sgn.t] -[ csgn t)e"'dt — | edt.= z (Res 0); 
0 0 


十 co 
2[1] -| 1 e (Re 5 0). 
0 


例子 显示 ,这 三 个 函数 经 拉 氏 变换 后 , 像 函 数 是 一 样 的 ,这 一 点 应 
不 难 理解. 现在 的 问题 是 对 像 函数 F(s) 一 二 (Re 8>0) 而 言 , 其 像 原 函 


数 到 底 是 哪 一 个 呢 ? 原则 上 讲 , 所 有 在 £0 时 为 1 的 函数 均 可 作为 像 
原 函 数 , 这 是 因为 在 拉 氏 变换 所 应 用 的 场合 ,并 不 需要 关心 函数 f(z) 
在 c0 时 的 取 值 情 况 .但 为 了 讨论 和 描述 方便 ,一 般 约定 :在 拉 氏 变换 
中 所 提 到 的 函数 f(z) 均 理解 为 当 t+<0 时 取 零 值 . 例如 , 当 我 们 写 下 函 
HSA) = sin t 时 ,应 理解 为 f(t) 二 u(t)sin 名 这 样 一 来 ; 像 函数 FG — 


二 (Re s>0) 的 像 诛 函 数 可 写 为 fco 二 1, 即 97 [L1 关于 求 像 原 


函数 ,这 里 还 需要 顺便 说 明 的 是 ,定义 9.1 中 只 给 出 了 拉 氏 逆 变 换 的 概 
念 但 并 没有 给 出 具体 公式 ,前 面 这 种 反 推 的 办 法 可 以 作为 一 种 方法 ,而 
具体 的 求 取 公式 由 于 需要 专门 的 计算 方法 ,因此 放 在 后 面 作为 一 节 单 
独 介绍 . 

例 9.2 分 别 求 函数 e*',e“,e” 的 拉 氏 变换 (其 中 a,w 为 实 常 数 
H.a20). 

解 由 (9.1) 式 有 


dp get] Fh e e^ dt 
0 


十 co 1 
= —— (Res; 
s—a 


a ss PET] 
同样 有 
grevpucom e (Re s œ>— a); 
s= (—a) 
$[é*]—-—Ll—- (Res> 0X 
5 一 jw 


从 这 些 例子 已 经 可 以 明显 地 看 出 , 拉 氏 变换 的 确 扩 大 了 健 氏 变换 
的 使 用 范围 . 那么 到 底 哪 些 类 型 的 函数 存在 拉 氏 变换 呢 ? 若 存在 ,收敛 
域 (或 者 存在 域 ) 又 是 什么 呢 ? 这 个 问题 也 许 难 以 给 出 一 个 非常 精确 的 


回答 ,但 下 面 的 定理 可 以 部 分 地 回答 这 个 问题 . 
$9.1.2 拉 氏 变换 存在 定理 


定理 9.1 设 函 数 SORE: 
(1) 在 t>0 的 任何 有 限 区 间 上 分 段 连续 ; 
(2) 当 tto, f ORAA RKKK HE, MAEA AMS k 


c 辫 0, 使 得 

| FW |i Me" OK Kte) (9. 2) 
(其 中 c 称 为 f(z) 的 增长 指数 ). 则 像 函数 F(s) 在 半 平 面 Re s>ck— 
定 存在 , 且 是 解析 的 . 


证 设 s=B 十 jw, 则 |e "| —e ^ ,由 不 等 式 (9.2) 可 得 
十 co 十 co 
| Fisa | fwera|<M| ej odz. 
0 0 


X Hi Re s— 7c, Bl 8 一 c 之 0, 可 知 上 式 右 端 积 分 收敛 ,因此 F(s) 在 半 平 
面 Re s>c 上 存在 . 关于 F(s) 的 解析 性 证 明 涉及 更 深 一 些 的 有 关 理 论 ， 
故 从 略 . 

对 于 定理 9. 1 ,我 们 可 以 这 样 简单 地 去 理解 , 即 一 个 函数 即使 它 的 
绝对 值 随 着 t 的 增 大 而 增 大 ,但 只 要 不 比 某 个 指数 函数 增长 的 快 , 则 它 
的 拉 氏 变换 存在 ,这 一 点 上 可 以 从 拉 氏 变换 与 傅 氏 变换 的 关系 中 得 到 
一 种 直观 的 解释 . 常见 的 大 部 分 函数 都 是 满足 的 ,如 三 角 函 数 、 指 数 函 
数 以 及 短 函 数 等 .而 函数 e^ 则 不 满足 ;因为 无 论 取 多 大 的 M 与 c, 对 足 
够 大 的 i, 总 会 出 现 ef Me" ,其 拉 氏 变换 不 存在 . 但 必须 注意 的 是 ， 
定理 9. 1 的 条 件 是 充分 的 ,而 不 是 必要 的 ， 

另外 ,关于 存在 域 ,定理 9. 1 中 所 给 的 也 是 一 个 充分 性 的 结论 ,一 
般 说 来 还 会 大 一 些 , 但 从 形式 上 看 , 它 往往 是 一 个 半 平 面 .更 具体 地 说 ， 
对 任何 一 个 函数 f(z) ,其 拉 氏 变换 F(s) 为 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(D F(s) 不 存在 ; 

(2) F(s) 处 处 存在 , 即 存在 域 是 全 平面 ; 

(3) 存在 实数 s, , 当 Re ss, 时 ,F(s) 存 在 ; 当 Re ss; 时 ,F(s) 
不 存在 , 即 存在 域 为 Re s>s. 


对 于 上 面 的 第 三 种 情况 ,在 应 用 时 ;我 们 常常 略 去 Res RA 
在 非常 必要 时 才 特别 注 明 . 如 f(z) = 工 的 拉 氏 变换 就 是 F=, i 


不 再 附注 条 件 Re 520. 其 他 函数 也 同样 处 理 . 

例 9.3 求 函数 Fi 三 人 的 拉 氏 变换 (a 为 复 常 数 ). 

解 hle | 二 ex“', 故 e** 的 增长 指数 为 Rea, Z[e" ]f£ Re s—Re 
a 内 解析 . 由 定义 有 


十 co 
£Z[e*]- | e" e dt 
0 


十 co 1 
e | e (dt = 
0 


s—a 


| 89.2 拉 氏 变换 的 性 质 


为 了 叙述 方便 ,在 下 面 的 性 质 中 , 均 假 设 所 涉及 的 拉 氏 变换 存在 ， 
且 满足 定理 9. 1 中 的 条 件 . 


$9.2.1 线性 与 相似 性 质 


1. 线性 性 质 
op» BL ful-FG;-Z0igD]-GG) DW 
Z[af CQ) HBg] =aF (s) 4- BGCG) , 
£7 [aFG) HBG] —afG) + BgCD. 
H 9.4 R cos wt 的 拉 氏 变换 . 


f Hi cos or—l(" re X [e] 


1 
5 一 jw” 有 
SR ze ie + gie] 


"A TOME 
i Er nk A 


同样 可 得 [sin wt]= 77. 


例 9.5 BA FG- RD: 


A 


j ee 5s—1 "m d. 
& BF2-cr56-5 ? d 3k [e] 


=] pean ri 一 
L EFO vp [3 


— 2e* 4 3e”. 
2. 相似 性 质 
i ZLfIO) ]-9 FG) , 则 对 任 一 常数 a0 有 


2Lf(a)] = TF (2). 
证 $Lf(Ga)]— | faneà 


4zr-at 十 co 
i| feredzr = LF(S). 
QJo a a 


$9.2.2 微分 性 质 


1. 导数 的 像 函数 
i ZLfIO) ]-2 FG) , 则 有 
LEF A] = sFG) — f0); (9.3) 
一 般 地 ,有 
LEF? A] =”FCs) — 57! fC0) — s? f'C0) — 


ier yr v 007 (9. 4) 
其 中 , f. (00m 理解 为 lim Fo CO. 


证 根据 拉 氏 变换 定义 和 分 部 积分 法 ,得 
FNE [rod 


十 co 
= fue" 十 引 ， 了 
0 


由 于 | f(t)e | KM Re s 二 Bc, 故 im flt)e —0. 因此 
LEF a] = sFG) 一 0). 


再 利用 数学 归纳 法 , 则 可 得 (9. 4) 式 . 
拉 氏 变换 的 这 一 性 质 可 用 来 求解 微分 方程 (组 ) 的 初 值 问题 . 
例 9.6 求解 微分 方程 
yG rw y(D =0, y0) —0, y'(0 = w. 
解 ” 对 方程 两 边 取 拉 氏 变换 ,并 利用 线性 性 质 及 (9.4) 式 有 
5Y(s) 一 sy(0) — y'CO +w Ys) = 0, 
其 中 Y(s)= 二 24[y(zt)], 代 入 初 值 即 得 


Ys) 9e — 


根据 例 9.4 结果 ,有 y (00 — 47^" [YCGoO ]osin et. 
例 9.7 求 fCO —t" 的 拉 氏 变换 (m1 为 正 整数 ). 
解法 一 ”直接 利用 定义 求解 . 


Si e | | reà 一 一 | mae 


1 PE T uu 
一 一 一 上 me 4 1f ds 
s SJo 


0 


可 得 递 推 关系 v[n01- 7 v[77].x i [1] 一 二 有 
girle ZL 
5 


解法 二 利用 导数 的 像 函 数 性 质 求解 . 
设 Fi 三 如 W (二 mt 有 f(0-f (0) —:-—f77(0)— 
0,H1 (9. 0 3X8 Z[ f? (Go ]—57 LLA], Bp 
SP ss Ln] 一 z, 


2. 像 函 数 的 导数 
ik VLfI)]9 FG) Dd 
F’(s) —— 2[tfCQ)], (9.5) 
一 般 地 ,有 
F” (s) = (— D'Znf(G)]. (9. 6) 


oo 
UE hF) =| f(De" dtd 


/ ^ d m = 
Fo- if f(te™dt 
= [^ 2 Lf()e dr 
0 as 


-— [ioca =— S[tf)0]. 
对 FCs) WEIT [8] E25 UR . Ic 3 ETT JUI RT 48 C9. 60 5X. 其 中 求 导 与 积分 的 
次 序 交 换 是 有 一 定 条 件 的 ,这 里 省 略 . 后 面 碰 到 类 似 的 运算 也 同样 
处 理 . 
例 9.8 求 函 数 SA =tsin wt 的 拉 氏 变换 . 


解 ” 由 例 9.4 E. Zsin ot]— zT. REO. 5) 式 有 
四 To 2ws 
Z[tsin wt] = ia +a) (E LV 
89.9 求 函数 SA =r cost 的 拉 氏 变换 . 
解 Sr cosz]— Frea | 


1 d 4d rib ss 

t wis m 

_ 2(s d: 24s 4-32) 
SiC? 4-4)? 


$9.2.3 积分 性 质 


1. 积分 的 像 函数 
设 4[f(t)]==F(s), 则 有 
z[| rod]= Lp (9. 7) 
一 般 地 ,有 
2[| da foa = Lee. (9.8) 
0 0 0 M 


n 次 
证 Bega = [roa g(t) = f(t) 且 g(0) = 0. 再 利用 


(9. 3) 式 有 
2[g'(i] 一 52[g(b] 一 &(0)， 


即 有 «tf road 一 Lg. 反复 利用 上 式 即 得 (9. 8) 式 . 


2. 像 函 数 的 积分 
设 4[f(2)]==F(s), 则 有 

| Fas (£2, (9.9) 

一 般 地 ,有 
| | F(9ds = JUEL, (9. 10) 
E s s t . 

n 次 

证 | Feod= | E tr f(De dt)ds 


= [7 fot[ edsa 

- NEC [lev] E 

= [7 LR erde = gp 3, 
反复 利用 上 式 即 可 得 (9. 100 XX. 


例 9.10 求 函数 fco TH ti e 


解 由 [sin Ü--3XG. 9) 式 有 


sinta [^ cl zm 
gt 7 Jea f IFF ds = arccot s, 
Bp 


X Ee dt = arccot s. 
0 


在 上 式 中 ,如 果 令 s=0 有 


[iE 通过 例 9. 10 我 们 可 以 得 到 一 种 启示 , 即 在 拉 氏 变换 及 其 一 
些 性 质 中 取 * 为 某 些 特定 值 ,就 可 以 用 来 求 一 些 函 数 的 反常 积分 . 例 
如 , 取 s==0, 则 由 (9.1) 式 (9.5) 式 及 (9.9) 式 有 


[^ roa —F(O), 
D | 
f tf dt —— F' (0), 


[n FD a, 2 | “Wat 
0 0 


需要 指出 的 是 ,在 使 用 这 些 公式 时 必须 并 慎 , 必 要 时 应 先 考察 一 下 
反常 积分 的 存在 性 . ] 
例 9.11 计算 下 列 积分 ， 


— qp deme 
(1) | dosi dh V (2) | Leos tear, 
0 


0 


ENT 
f& (D B [cos l= v 58 


iig e™cos 2t dt = 

0 

(2) 由 (9.9) 式 ,有 
s=] | «a — cos t ]ds 


AI SS 
s514-.4 za, — C3" 


=f "7 Pr inis oi" F5 
NIS 
一 zn =a 9 


即 


Veo 1 2 
| 1— cos bor = da s TX. 
0 t 2 5 


m l1 — cost 
t 


0 


P3 = jn 2. 


89.2.4 ”延迟 与 位 移 性 质 


1. 延迟 性 质 
i ZLfIG ]-—FG) 234 :—0 BI f(z)==0, 则 对 任 一 非 负 实数 t+ 有 
ZL[f(t—7)] = F(s). (9.1) 
证 由 定义 有 
2[f(t—7)] = | fu De 一 | fa-2e*a. 
4t-t—cfü 


十 co 
Z[fiG—20] «| f(t ed — e*F). 
0 


必须 注意 的 是 本 性 质 中 对 OHER, BIS <0 时 fO — 0. 此 
时 (一 rz) 在 上 rz 时 为 零 , 故 FGt 一 z) 应 理解 为 fG—oD0uG—2D ,而 不 
是 f(t 一 z)ult). 因此 (9. 11) 式 完整 的 写法 应 为 
2[LFG 一 rz 一 rz] = er(s). 
相应 地 就 有 [e "F(G)]—fG—o0uG—20. 


例 9.12 i f(D-—sin t, 求 gLf/G— 7521. 
TOUT | 
f 由 于 Z[sin:]— 27 ' 根 据 (9. 11) 式 有 
P= Z[sin& — 22] 


x 
i) 


= e t'[sin t] = 二 


qd 
按照 前 面 的 解释 , 则 应 有 
^3 二 je 1o sina — Dua E) 
: — cos t, e y 
0, t » 


试 考虑 ,本 题 若 直接 用 sin — 5) — — cos t 来 做 拉 氏 变换 会 得 到 


什么 样 的 结果 ,并 分 析 其 原因 . 
例 9.13 ok Z^? [— e]. 


Nc 


S od vL Leo H 


gp, —t boi, 


2 15 
g- EC] nm (t— 1) = 
Sy boi 0, "n e 


2. 位 移 性 质 
i ZLfGO)Y)]- FG) WE 
Ll efa] = F(s—a) (a 为 一 复 常 数 ). 
证 由 定义 有 
$[e*f(O]— [ e foea 
一 | foeca = F(s—a). 


$ 9.2.5 周期 函数 的 像 函 数 


设 ji) 是 L0, 十 ce) 内 以 了 为 周期 的 函数 , 且 7z) 在 一 个 周期 内 逐 
段 光滑 , 则 


gUfo]- De rosa. 
证 由 定义 有 
2tfa]- [ fea 
T 十 oo 
=] fod | fedt, 
对 上 式 右 端 第 二 个 积分 作 变 量 代 换 二 t 一 T, 且 由 O ARE, A 
2%[FD)]= [rea [ fane e dt, 


T 
一 | f(De dti+e YL[Lf()], 
0 


gUf(o1- ies [fear 
$19.14. 求全 波 整流 后 的 正弦 波 f) — [sin wt| 的 像 函数 . 
S 7 的 周期 为 T 一 一 , 故 有 


T 
gZLfa»]- l] e "sin wt dt 
X 0 


£ ; T 
C 1 , E” (— 5 sin wt — vw cos wt) 
1 一 e $343. s 
w l1+e7 w 


$9.2.6 卷 积 与 卷 积 定理 
1. 卷 积 
按照 § 8. 3.2 中 卷 积 的 定义 ,两 个 函数 的 卷 积 是 指 
fi * fi "W £2 We (9. 12) 
如 果 fO OREKO t, fi O= ft) =, RE 
Ür AG Aa A Dde Mro Fet dr 


- [5c Pis dr. 
此 时 (9. 12) 式 变 成 
fio f - [5c ie (I0) — (ID 
显然 ,由 (9. 13) 式 定义 的 卷 积 的 仍然 满足 交换 律 .结合 律 以 及 分 配 
律 等 性 质 . 


例 9.15 求 函数 有 (2)=zi 与 f;(1)==sin t HEE. 
解 ” 由 (9.13) 式 有 


RO f= | rsin(t 一 r)dr 
0 


t 
= rcos(£ — r) 


— f cos(£ 一 rz)dr 
0 


0 


= [ — sin t. 
2. 卷 积 定理 
i LAO ]5FG,; [f(z)]==Fi(s), 则 有 
ZL[f, (D * f;O] = FCs) * FCs). 
证 由 定义 有 
LHA faa] =| t^c * folt)Je dt 


-| [| file) fi& — r)dr]e™ dt. 


上 面 的 积分 可 以 看 成 是 一 个 tr 平面 上 区 域 卫 内 (如 图 9.1) 的 一 
个 二 重 积分 ,交换 积分 次 序 , 即 得 


[EAD GY = | of fiti ilin 
对 内 层 积分 作 变量 代 换 t= 二 一 rt， 有 
OAOE f(t)] SÍRA OLST Aane e" dt, Jdr 


十 co 
=F% ADEE FRO » PLOGY 
0 


卷 积 定 理 可 推广 到 多 个 函数 的 情形 . 利用 卷 积 定理 可 以 求 一 些 函 
数 的 逆 变 换 . 


2 
例 9.16 已 知 RN HR fi» 2^FG)]. 


UNE NEUE A a ME. PN. m 
f BTFGO SIT GEI E [= cos t, WA 


f= £[FG)] = cos t* cos t = | cos rcos(t — c)dc 
0 


SO] oe w|= 


f [cos t + cos(2r—  ]dc 


(£cos t + sin 2). 


| 89.3 拉 普 拉 斯 逆 变 换 


运用 拉 氏 变换 求解 具体 问题 时 ;常常 需要 由 像 函 数 F(s) 求 像 原 函 
数 fa). 从 前 面 的 讨论 中 ,我 们 已 经 知道 了 可 以 利用 拉 氏 变换 的 性 质 
并 根据 一 些 已 知 的 变换 来 求 像 原 函数 ,其 中 对 像 函 数 F(s) 进 行 分 解 
(或 分 离 ) 是 比较 关键 的 一 步 , 至 于 已 知 的 变换 则 可 以 通过 查 表 获 得 ( 见 
附录 2). 这 种 方法 在 许多 情况 下 不 失 为 一 种 有 效 而 简单 的 方法 ,因而 
常常 被 使 用 ,但 其 使 用 范围 毕竟 是 有 限 的 . 下 面 介绍 一 种 更 一 般 性 的 方 
法 , 它 直接 用 像 函 数 表示 出 像 原 函数 , 即 所 谓 的 反 演 积分 ,再 利用 留 数 
求 出 像 原 函 数 . 


§9.3.1 反 演 积分 公式 
由 拉 氏 变换 与 传 氏 变换 的 关系 可 知 , 函 数 f(z) 的 拉 氏 变换 F(s) 一 
F(B 十 jw) 就 是 f(z)u(t)e 8 的 健 氏 变换 , 即 
F(B+ jo) = [fu ee e e dr, 
因此 当 f(z)ult)e 4 满足 传 氏 积分 定理 的 条 件 时 , 按 傅 氏 逆 变 换 , 在 
f(1) 的 连续 点 t+ 处 有 
Fuet = 去 | F+ jw) er do (9.14) 
事实 上 ,这 里 仅 要 求 8 在 F(s) 的 存在 域内 即 可 .将 (9;149 式 两 边 
ER ee ,并 令 s— -- jo WA 


1 [eue 
fiDuG) = zx] 下 (s)e ds, (9. 15) 
27] B-jee 


因此 有 
1T" 
fi = zz FGDe"ds (22 0). (9. 16) 
2njJ pico 


这 就 是 由 像 函 数 F(s) 求 像 原 函 数 的 一 般 公 式 , 称 为 反 演 积分 公 
式 . 其 中 右 端的 积分 称 为 反 演 积分 ,其 积分 路 径 是 平面 上 的 一 条 直线 
Res 一 8, 该 直线 处 于 F(s) 的 存在 域 中 . 由 于 F(s) 在 存在 域 中 解析 ,因而 
在 此 直线 的 右边 不 包含 F(s) 的 奇 点 .另外 从 (9.15) 式 中 可 以 看 出 ,由 
反 演 积分 算出 的 结果 当 :<<0 时 为 零 , 这 与 我 们 的 约定 是 一 致 的 . 


$9.3.2 利用 留 数 计算 反 演 积分 


定理 9.2 设 F(s) 除 在 半 平 面 Re scc 内 
有 限 个 孤立 奇 点 $152 ss 外 是 解析 的 , 且 当 
5 一 co 有 时,F(s) 一 0, 则 有 
LE 
27] 
即 


Btijeo z 
| Fo e"ds = S ResEFGOe" isi]. 
Pi k=1 


图 9.2 


A — SiRes[FG)e",s] G0). 
k=1 


(9. 17) 
uE 如 图 9. 2 ,曲线 C 一 了 十 CR sd 在 平面 Re 3-56 内 » Cg 是 半径 为 
R 的 半圆 弧 , 当 R 充分 大 时 ,可 使 st(k 二 1,2,…,n) 都 在 C pj. 由 于 
F(s)e” 除 孤立 奇 点 sk(k 二 1 ,2,…,n) 外 是 解析 的 . 故 由 留 数 定理 有 
P rFGe'ds = ?jy Res[ FG) e" SETS 
即 


PHIR n 
= [| FOs + | F oeds]= 2 Res[FC)e" pe | 


又 由 若 尔 当 引 理 ( 见 第 五 章 § 5.3.30 24 10 时 有 


lim M 而 = Q, 


Ro 
1 Brie 

因此 有 zz Fl(s)e"ds = tim i 
ZnjJ pjo kl 


7 i E MS zE mE 
$9.17 GA FG) GDG D Š SO PATERNI, 


解法 一 ”利用 部 分 分 式 求解 . 
对 F(s) 进 行 分 解 可 得 


&T £e, "Lena 75] 一 te ( 见 附录 2), 故 
f(D = 时 一 人 一 if 
解法 二 ib ndo 


&FG-, ROS cp FG)— FG + F; (s). 又 由 


于 fhO-£ Pu dei (faim [FG] te' A8 i35 BUE 
ZUG 


fine RAO L fe) = f re e e dr 
0 


à 
es ef re "de = e” (1 — e“ — te~“) 
0 


et fet; 
解法 三 “利用 留 数 求解 . 
HF 52, 5s —1 分 别 为 像 函 数 F(s) 的 简单 极点 与 二 阶 极点 ,应 
用 (9.17) 式 及 留 数 计算 法 则 有 
f(t)= ResLF(s)e’,2]+ ResL FC e*,1] 


st 


-一 BER EN 
(s— 1»? 5 一 2 


+5) | = e 一 ef — te. 


5 一 1 


| 89.4 拉 氏 变换 的 应 用 及 综合 举例 


89.4.1 求解 常 微分 方程 (组 ) 


许多 工程 实际 问题 可 以 用 微分 方程 来 描述 ,而 拉 氏 变换 对 于 求解 
微分 方程 非常 有 效 . 从 例 9. 6 中 我 们 已 经 看 出 ,其 方法 是 : 先 通过 拉 氏 
变换 将 微分 方程 化 为 像 函 数 的 代数 方程 ,由 代数 方程 求 出 像 函 数 ,再 取 
拉 氏 逆 变 换 , 就 得 到 微分 方程 的 解 . 
例 9.18 求解 微分 方程 
x" Ct) — 2z' (t) 十 2z(b = 2e'cos t, x(0) = x'(0) = 0. 
E 令 X(s) 二 24[zx(t)], 在 方程 两 边 取 拉 氏 变换 ,并 应 用 初始 条 


件 ,得 
2 ES E 26s 1) 
s XG) — 2sX CS) --2X CS GD LI 
求解 此 方程 得 
2(s— 1) 
. 人 
求 拉 氏 逆 变 换 , 得 


z= HEX] = 2| Z6 D ] 


kisra) Ehi 


= et 9 一 ! nis io MUR x Td j 
-— [| ez [ERES] 
etel V7 Es 
例 9.19 求解 微分 方程 组 
x'(G) cx) — yG) — el, 
y (D -3xz() —2y(0) = 2e, 
解 49XG-—Z[xO]. YG)— Z[yCO ] ,对 方程 两 边 取 拉 氏 变 
换 , 并 应 用 初始 条 件 得 


上 = te'sin t. 


z(0) = y(0) — 1. 


sX(G)—14- XG) —YG) = 


1 
s—1' 
sYG) —1--3XG) — 2YG) = 2 一 
求解 得 


Aiye DAS 
取 拉 氏 道 变换 得 原 方程 组 的 解 为 
x(t) = y(t) 一 er 
例 9.20 设 质量 为 m 的 物体 静止 在 原点 ,在 £—0 时 受到 工 方 向 
上 的 冲击 力 Fo6(z) 的 作用 ,其 中 Fo 为 常数 , 求 物体 的 运动 方程 . 
解 ” 物 体 运动 的 微分 方程 初 值 问题 为 


2 
^ Dx) TF, zUD e a Ue 6. 


令 X(C) 一 2Lz(bi], 在 方程 两 边 取 拉 氏 变 换 , 得 


ms? X(s) s Fis 
即 
XG) = A. 
ms 


求 拉 氏 道 变换 得 物体 的 运动 方程 为 co — Du. 


注 本 例 中 关于 0 函数 的 拉 氏 变换 牵涉 拉 氏 变换 本 身 的 定义 问 
题 . 一般 说 来 ,对 于 在 :一 0 附近 有 界 的 函数 f(z) 来 说 ,f(0) 的 取 值 对 
拉 氏 变换 没有 影响 ,但 若 SOE t==0 时 刻 包 含 了 冲 激 函 数 , 则 有 必要 
考察 一 下 拉 氏 变换 中 积分 限 的 设 定 . 对 积分 下 限 分 别 取 0 和 0 ,可 得 
下 面 两 种 形式 的 拉 氏 变换 : 


— 

2, Lr] 一 | fear. (9. 18) 
0 
十 co 

L [f= |. foa. (9. 19) 
0 


对 于 在 :一 0 不 含 冲 激 函 数 的 f(z), 有 LL LfGO ])— Y -LfCGo]; PN 
此 以 前 的 讨论 不 受 影响 . 但 对 于 6 iS MA 了 + [38(t)] 一 0， 


£Z.[8()0]—1. 考虑 到 6 函数 的 傅 氏 变换 为 1 ,为 统一 起 见 ,我 们 推荐 使 
用 后 一 种 方式 . 此 时 有 关公 式 要 作 相 应 的 修改 . 比如 在 例 9. 20 中 ,实际 
上 是 采用 (9. 19) 式 进行 的 拉 氏 变换 ,因而 有 V [900]— 1. H 
$ [z"(0]9sX(G)—szx(0 ) 一 必 (0- 闻 初始 条 件 为 过 0- ) 王 z(0-) 
—0. 但 若 此 例 中 采用 (9%. 18) 式 进行 拉 氏 变换 , 则 Z0 [600]—0, BH. 
L [z"()]— s XG) —sx(0* ) 一 z CO* ) ,此 时 的 初始 条 件 应 为 z(01+ ) 
—0, x'(0* ) 王 Fo/m， 这 是 因为 在 冲击 力 Fo6(z) 的 作用 下 , 冲 量 为 Fo， 
根据 冲 量 定理 ,物体 的 初始 速度 瞬间 即 由 0 变 到 F/m. 其 求解 结果 与 


. 前 面 是 一 致 的 . 
$9.4.2 综合 举例 
1—:, Ox«l, 
9819.21 RKKA O= D. i0 gd c» 1 EIS 


R ”如 图 9. 3, 函 数 f(z) 可 写 为 
fi) —ü—DuG) t G— DuG— 1) 
—uGQG) — tu (Qa) + G— DuG — 1). 


由 于 
$(u0] 一 二， Uu] — T. 
所 以 
v" wey 
eto) 7 +- hhe. iis 
2s 4-3s4-3 


909.22 已 知 FG -— 


fiDn-2g^'[FCG)]. 
解 mBmTs--—l 5 一 一 3 分 别 为 F(s) 的 简单 极点 和 三 阶 极点 ， 
因此 有 
f(t)= ResLFCoe*, —1]-- ResLF(s)e’,—3] 
,25 十 35 十 3 4 , 1 W EU -^ dE 37 
im ree gpl aar e] 


Co lyGe ta " 求 


例 9:23 求解 微分 方程 
ns +y T zxGO) +y) = 0, z(0) = y(0) = 0, 
2a" (2) — y'Q) — rlt) + yt) — sint, z'(0) = y (0) —— 1. 
fg ^ XOSL] YOS Ly] t Jr f Bi xi Bohr EAE 
换 得 
s$XG) Lts Y -14- Ye) YG) — 0, 
pem *2-$YG -1-XG-YG = 414 


TT 
求解 得 
XX e Y) imr 3i 
ud E 3 28 368 18: 38 Jg 73 88 B f 23 ! 
x(t) = y(t) =— sint. 


例 9.24 求解 积分 方程 
f-a -[ Wais—DnfüÜds laset. 


解 ” 由 于 fO x sin+ = f F sin — zdz, 所 以 原 方程 为 
f) = at + f(t) * sin t. 
4 FG)— 9LfOJB 2r] d sin 1) 53  BEDUE THERE 
拉 氏 变换 得 
F(s) = Tan) 
即 
FG) — a(3 4). 
取 拉 氏 逆 变换 得 原 方程 的 解 为 
fao = a(t+5). 


(232 E **osssspecc 999992999998» 9992992992929 **52s2909009* *959990999409500009209090909*099099/ 


$9.25 设 有 如 图 9.4 pm RAL E 
联 电 路 ,在 :二 0 时 接 到 直流 电势 已 上 ，* 求 电流 
Xt). 

解 ” 由 基 尔 霍 夫 定理 知 i(z) 满 足 方 程 


AORN axo] B A OEA. 
4 I(s) 二 29[i(z)], 在 方程 两 边 取 拉 氏 变换 得 
RY 的 笠 攻 去 G5 E, 


求解 得 


E Eri 1 
Ic teg = $E up» 
求 拉 氏 道 变换 得 


K= Ea Le E, 


拉 氏 变换 作为 一 种 数学 工具 ,使 有 关 运 算得 以 简化 ,同时 它 也 是 研 
究 工程 实际 问题 中 线性 系统 特性 的 有 力 工具 ,而 它 最 重要 的 贡献 之 一 ， 
则 是 从 理论 上 建立 起 微 积 算 子 ( 即 D 算 子 ) 的 基础 ,这 些 内 容 就 不 详 
述 了 . 


Al ttre L1 omne coms 


本 章 从 傅 氏 变换 引出 拉 氏 变换 的 概念 ,讨论 了 拉 氏 变换 的 一 些 基 
本 性 质 以 及 拉 氏 逆 变 换 的 求解 方法 ,并 介绍 了 它 在 求解 微分 方程 等 方 
面 的 应 用 . 

拉 氏 变换 在 傅 氏 变换 的 基础 上 ,引入 了 衰减 指数 函数 e 8* 和 单位 
阶 路 函数 &(ti， 从 而 放宽 了 对 函数 的 限制 并 使 之 更 适合 工程 实际 . 同 
时 它 仍 保留 了 傅 氏 变换 中 好 多 的 性 质 ,特别 是 其 中 有 些 性 质 ( 如 微分 性 
质 、 卷 积 等 ) 比 倩 氏 变换 更 实用 更 方便 .另外 , 拉 氏 变换 仍 具有 明显 的 
物理 意义 , 它 将 频率 w 变 成 复 频 率 5S， 从 而 不 仅 能 刻画 函数 的 振荡 频 
率 , 而 且 还 能 描述 振荡 幅度 的 增长 (或 衰减 ) 过 率 ; 


根据 拉 氏 变换 与 傅 氏 变换 的 关系 导出 的 反 演 积分 公式 ,原则 上 讲 ， 
是 一 种 求 拉 氏 逆 变换 的 通用 方法 :但 有 时 应 根据 像 函 数 的 具体 情况 而 
灵活 地 采用 其 他 方法 ,应 充分 利用 拉 氏 变换 的 各 种 性 质 . 通常 是 将 像 函 
数 分 解 为 一 些 基本 函数 的 相 加 或 相 乘 ， 再 利用 线性 性 质 , 位 移 性 质 、 延 
迟 性 质 、 卷 积 定 理 等 ,并 结合 这 些 基本 函数 的 像 原 函 数 求 出 总 的 像 原 
函数 . 

拉 氏 变换 的 应 用 领域 相当 广泛 ,本 章 仅 从 数学 角度 ,介绍 了 它 在 求 
解 微分 方程 方面 的 应 用 . 由 于 拉 氏 变换 能 将 微分 变 成 乘法 ,将 微分 方程 
变 为 代数 方程 ,而 且 初始 条 件 包含 在 变换 式 中 ,因而 能 有 效 、 简 便 地 求 
解 微 分 方程 . 

本 章 所 介绍 的 拉 氏 变换 应 称 为 单 边 拉 氏 变换 ,相应 地 还 有 双边 拉 
氏 变 换 .另外 在 数字 领域 , 拉 氏 变换 演变 为 用 于 处 理 离散 时 间 函 数 或 者 
数字 信号 的 z 变换 , 它 是 研究 离散 线性 系统 特性 和 求解 差分 方程 的 有 
力 工 具 . 


9.1 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 : 


3. Or 3, ocu. 
DE 2<t<4, (2) f(2)= 


0. £4; cos t£, 2 


(3) f(D —e"-- 58); (4) f) —8C2)cos t—ult)sin t. 
9.2 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 : 


(1) sin 7; (2) e”; (3) t; 


(4) Izl; (5) sin tcos 2; (6) cos't. 
9.3 求 下 列 函数 的 拉 氏 变换 : 

OD £-F3t2; (2) Tte 

(3) (一 1)2e'; (4) 5sin 2t— 3cos 2t; 
(5) tcos at; (6) e^*'cos 4t. 


9.4 利用 拉 氏 变换 的 性 质 ,计算 ZO]: 


(D fü): "ann — (Y ef esin 2tdt. 
0 


9.5 利用 拉 氏 变换 性 质 , 计 算 2 [FOG)): 


(CD FGO---Lp oO ET 


Paint eu Pr P 
(3) 上 一 CEST. 
9.6 利用 像 函 数 的 积分 性 质 ,计算 ial op 


(GD fo - 828, a» | 三 sin 2t 0 


9.7 求 下 列 积分 的 值 : 


co t a pi 十 co 
o eTe d 2 te? dr, 
0 t 0 


9.8 求 下 列 像 函数 FF(s) 的 拉 氏 道 变 换 : 


(4) F(9— 


1 i] 
a) Sc! (2) (Gs—a)(s—b)’ 
5 十 c s . 
(95 vrrater irt GO HT DGTO! 
s1 
in FIT (9 gg Eo rs 
2 
(Dy Lte í (85 lg 3 


9.9 * (是 以 2x 为 周期 的 函数 , 且 在 区 间 [0,2rx] 上 取 值 为 


sin £, OSES t 
fa = | 
0， Tt 2m, 
R LEF]. 
9.10 求 下 列 函 数 在 区 间 [0, 十 co) 上 的 卷 积 : 
(1) 1x ult); (2) t" x "n,n 为 正 整 数 ); 


(3) sin kt * sin kt (kA0); (4) zx shż; 
(5) ul(t—a) * f(t) 〈a 之 0); (6) 6(t—a) * f(t) (a0). 
9.11 利用 卷 积 定理 证 明 下 列 等 式 : 


D LES road = ?Uro «uo = F9, 


(2) e| sin at (a Æ 0). 


E s 
cial 2a 
9.12 解 下 列 微分 方程 : 


€"esoen»ooott$$49*eorof9994909099990900609990999009900999209009€9 EE (ERD 


a) 光一 2y +y=e, y(0)=y (0)=0; 

(2) 光一 3 十 3y —y— —1, y'(0) —y' (0)=1, y(0 —2; 

(3) y'4-3y'4- y—3cos t, y(00—0, y (0)=1; 

(4) y -3y' -2y—u(—1), y(00)—0, y (0)=1; 

(8) y «Ey —cos t, y(0) — y (0) — y" 0 —0, y O= (RR. 
9.13 解 下 列 微分 方程 组 : 

yY—x+zr—y=e—2, x(00)—2z'(0)—0, 
2y'—a" —2y +z=—t, (0) y (0) —0; 

zx 二 y=6(t—1), x(00—(0 0, 

2z+y =2ut—1), y (0) — y'(0) —0. 


a» | 


(2) | 


EY bh hh he hh hh hhh hd 


和 


LE 


傅 氏 变换 简 表 


Flw) 
cos wot r[8(w 十 oo) 十 SCo 一 oo)] 
sin wot jx[8(o 十 oo) 一 8(o 一 oo)] 
sin wot in |o] Kwo, 
nt 0, lw| 之 wo 
ult) Ltda) 
jw 
u(t—c) EERE 
jw 
ult) «t -F tajd G2 
! 
ult) «m Grm t nite Cw) 
u(t)sin at 一 一 十 过 [Co 一 oo) 一 8(o 十 oo)] 
a [^ 2j 
u(t)cos at —— [8G o) Hlo ax) ] 
a w 2 
1 
—p ——— 
u(t)e (820) [iz 
u(t) et ral aig d) 
j(w—a) 
u(t— c) | seite 6 J- alioa) 
j(w—a) 
jat,n n! qn Sn pm 
ut) e*t [Ko-a qp 9 8$? (w 一 a) 
— 2a 
es!  (Re(a) «0) atra 


8Co 
8G—o 
XO 
à? (t) 


8? (t— c) 


1 
p € ReCa) «0) 


( ReCa) «0» 


T AEN 
a 


eb! 
atte 


C Rela) «0, b 为 实数 ) 


cos bt 
Iis (Re(a) 0, b 为 实数 ) 


in bt 
M (Re(a) «0, b 为 实数 ) 
sh at 


(—x<a<7n) 
sh zt 


Go)" 
Go)" e je 
2r8(ow) 

2rj3 Co) 
2nzj^8/? Cw) 
2ròlw— a) 
Znj"8'? (w—a) 
—-* ealel 


a 


jem ol。 
24 


T 


— T ealo—bl 
x = 

— JE [elobi erlotsl] 
2a 


— T f ealw—bl | eale--bl 
zj[e +e ] 


sina 
ch w 十 cos a 


续 表 


续 表 


(—x<a<7) 5 
J ch e cosa 


cos -2-ch -2- 
32 (一 r<a<r) N 2 2 
ch w 十 cos a 
X 1 
33 a uo 
ch 2a 
2 
4 z WT 
3 enm a cos( $7 + 4 ) 
x o m 
35 (a>0) o 1 ) 
T5 lwla, 
36 (a>0) 
0, lwl>a 
lwl 
x(a——5-)*» lwl<2a 
37 | 去 sinzar (a0) | (2) tale 
0, || 22a 


s iA ees esr) 


1 


» VF ear ees) 


40 


41 


( Rela)>0) 


和 


CREEL 


拉 氏 变换 简 表 - 


Tnt 


3 | GD E 
ae - Dn 1) 
4 | are (m25—D l-arti 
A a 
5 | sinat spat 
E 
$ sa 
a 
7 | shat mah 
s 
8 | chat P 
9 | tsinat TE S 
(s? +a?) 
Er 
10 | tcos at Gr Eas 
2as 
11 | tsh at Ca 
Sta? 
12 | tch at EET 
, Dn 1) EUN m 
13 | "sinat. (m>—1) Zi Fab * [GT ja)7*! — (s—ja)7*1] 
14 | mcosat (m>—1) RET A * [Go jà"*! o Gja)*] 


e "sin at 
e "' cos at 
e^"' sin(at-- c) 
sin? 
cos? 
sin at sin bt 
eat — e 
aet! — be”! 
: qux. 
一 sin at— —-sin bt 
a b 


cos at— cos bt 


Jp cos at) 


rat sin at) 

1 _1) 十 -2 

i (cos at Dg 
A. ede i 

ai (ch at—1) 244 

| ae 
za Sin at— at cos at) 
zr Gin at 十 at cos at) 
T enu npe 

i (1— cos at) azt Sin at 


(1—aDe' ** 


续 表 


二 
(5 十 0)2 十 a2 


sb 
Cs- 5)? +a? 


(s+b)sin c 十 acos c 
GT 05)? Fa 


TG) 


2abs 
Ls? - CKa- b)? JL s? 4- Ca — 6)? ] 


a—b 
(s—a)(s—b) 


abs _ 
CG—a)G—b 


b 一 Q2 
CG? -F a?) G? 3-8?) 


(5 —a?)s 
C(s? +a?) G? +b?) 


ge. 
sCs? d- a?) 


T 
et 


1 
s? C? Fa?) 


pi de. 
s" Cs*—a*) 
UE ES 
(s? Fa? )? 
Ee e 
C? Fa) 
pucr ue 
sCs? +a?) 


"ME ew 
sa)? 


9999990999094 690699500009 990 50902909900900999?992209509996009909999959259009000999 9509959 »"29295000909999*999*9€9 E241 


续 表 


M 
Ga)? 
m i ee 
s(s+a) 
LR — 
s(s+a)(s+b) 
3a? 
SHa 
3 
sin at ch at— cos at sh at E 
E s 
gaz sin at shat daar 
gis oh at— sin at) E 
1 s 
z,; Ch at— cos at) yd 
ad. v 
Y xt Js. 
3. X. 于。 
D: sys 


i 2 
at (1+2at) 
Ja (s—a) Vs—a 


1 
2 Ynt? 


(e*t — eat) 5—a— s—b 


l 1 -g 
——cos? yat —Le s 
nt Vs 


1 1 a 
—ch2 at es 
Ss 4 


T. 和 
一 二 sin2 Vat ——e s: 
Vt 


xt ss 


1 1 a 
一 -sh2 Vat — e$ 
vint 


nt ss 
ES M sa 
2 CB 区 
s at In e —2Arth 全 
t a s 


(242 ———Ó(————————Ó 


续 表 


eos at) 


m 
52 30-diab In i 
t s 
I a 
53 | —sin at arctan — 
t s 
54 Liha obo In sv 
t P 
E a 
Di a x. 
55 xi sin(2at ) et(7-) 
a a 
560 Vä s ete(7-) 
57 Le 
s 
Y F 
58 T. * erfc(as) 
Laad E 
59 z" erfe(, 二 
1 
60 y uet Mas ) 
61 | Lerta) J 
Va s VS 于 a 
1 1 
一 eaterf pU 
#2 Va (Var) Vs(s—a) 
63 | u(t) i 
s 
64 | tult) l 
s 
65 | ul) (m>—1) DoD 
66 | à(D 1 
67 | 90) p 
1 
68 | sgnt Si 


人 222) 


续 表 


699| JoCat) 


709 


IoCat) 


71 | Jo(2 Vat) 


72 


e "'Io(at) 


AG 5)? —a? 


73 


5 
tJo Cat) Ta 


S 
(s? 一 Q2 )3/2 


1 et PHa) 
M/st Fa 


Q erfí(z) = 2 [ean 称 为 误差 函数 ，erfc(z) = 1 一 erf(x) = 
An Jo 


74 


tlo (at) 


75 | Jo (a wzC 干 25) ) 


2 E s 
A. dt, 称 为 余 误差 函数 . 


© LG)-—j"J.Gx3. J, 称 为 第 一 类 n Br Vi SEZR (Bessel) 函数 ;I 称 为 第 一 类 
n 阶 变形 的 贝 塞 尔 函 数 ,或 称 为 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 . 


和 
和 


2] dA 25 


习题 一 
1.1 (1) —2--3i; (2) dà? —3aP? iG? —3a* 0) ; 


08 140 qi xz Y 1 2iy 

C0) 1!  ceEDCRE C 
ON PUR T AE A eR E 
1.3 z= 5 pi Z2 5 pi 


1.4 Āz+Az+B=0, 其 中 A=a+ib, B 二 2C( 实 数 ). 
1.5 Azz 十 Bz 十 Bz 十 C=0, 其 中 A=2a, C=2d 均 为 实数 ,了 B 王 0 十 ic， 


L6 (02, Š; (D YZ, -— iu 


(3) 45, —arctan iso V 10 , x—arctan 3. 
1.7. (2) 此 式 表示 :平行 四 边 形 对 角 线 平方 和 等 于 各 边 平方 和 . 
1.8 (1) V13[cos(r 一 arctan 2 +i sin(x— arctan 25 

(2) cosC- —a) +i sin a) 


(3) cos — 2-5) +i sin — 2 
1.9 (D 2; (2i; (3) —1; 


(4) 48 (cos STEBER i sin ST BER) , k=0,1,2,3. 


16 
11 4-144, 4--1 421-6 


1.11 (D ARAR ZER, 
(2) 以 原点 为 中 心 ,以 所 为 半径 的 圆 的 外 部 无 界 ; 


(3) 圆 环 的 一 部 分 AER AR; 
(4) 圆 内 一 部 分 有 界 , 单 连 域 ; 


(5) i! — y! 135 RE HR E ks 

(6) 椭圆 的 内 部 及 椭圆 的 边界 有 界 、 闭 区 域 ; 

(7) 从 原点 出 发 的 两 条 半 射 线 所 成 的 区 域 . 无 界 . 单 连 域 ; 

(8) 分 三 种 情况 :0<e 二 1 区 域 为 圆 的 外 部 sa 1 为 左 半 平面 ;a 二 1 为 圆 内 . 
1.12 COD BL; CORB ; (a5. 0:275. BR IER a — b GE X 

(D Jal? =b, Ñ; la| 5.0; lal? <b REX; OHR. 
1.13 (Dz-l-cit(—2—50: (0:1); 

(2) z=acos t+ibsint (0<t=27). 


LA e NN 


习题 二 
21 (D (+) =-4; (2) z=0 处 f (0) —0; z350 处 f (OREHE. 
2.2 (1) z=0 可 导 ;z 关 0 不 可 导 ; 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(2) z 一 y 上 可 导 , 其 余 点 均 不 可 导 , 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(3) 复 平面 上 处 处 解析 ; 
(4) 复 平 面 上 处 处 解析 . 
2.3 (D K > 一 土 1 外 在 复 平面 上 处 处 解析 ,z 王 士 IL 为 奇 点 ， 


Ey 2z 
qiie (3 —1*! 


(2) 除 = 一 一 二 (c 和 0) 外 在 复 平面 上 处 处 解 新， 


— 一 ad 一 pc 
LESSE HARS GO kez td)” 


39 (D -—0Ds tas (D y —Sy--edriC lag 829) 
(3) —i(1— 2)? ; (4) ze. 
2.10 p=1, e+c; p—^—1, —e +c. 


2.13 (D z— In2-FiCa- +2kn), k—0,X1,t2,-; 
(2) z—i; (3) z—2kr--ixX z—(2k— D n—i, (k HEZO ; 
(4) en k=0, £1, £2, 


=] 
2.14 (D CM 


(2) In 5— iarctan 5--- 2k-- D si, k0, XT; E2;, 


(3) VZef ""[cos(Ln42 T- -2kx) +i sin(Ln42 一 下 十 2kr)]， k 为 整数 . 


2.19 否 
2.20 (2) 不 成 立 ; (1),(3),(4) 均 成 立 . 


习题 三 
31 -++i O-I-IS (3) 一 去 一 襄 : 
3.2 (1) 4riy (2) 8mi. 
3.4 (150; (2) 0; (3) 2ri. 
3.8. 0. 
3.6 0. 
3.7 O 
3.8 (1) 1 一 cos mi; (2) ie!'*'—ie(cos 1 十 i sin 1); (3) 3e/—4. 


3.9 oid = 一 0 的 区 域内 为 解析 . 我 们 考虑 一 个 单 连通 区 域 , 例 


如 D.Rez9—-. lz >F WGE D 内 解析 ,于 是 取 十 的 一 个 原 函 数 一 


- 1i 
"e 
3.10 (1) 2mie'; (2) 4xi; (3) see 2+ Li 
(4) r«1 p 0; r1 BE n—1 为 2xi,n 关 1 为 0. 
3.11 (0€ ran (2) 4 T (3) 0; (4) mi. 


2xi 
3.13 (1) 591; (2) 0; (3) 07 


习题 四 


2 


A 093,020; X. 
.2 (0D 发 散 ; (2) 绝对 收敛 ; (3) 发 散 . 


4.4 D (2) E; (3) co 


4.5 (1)1—2 F2-—-.|sl «1s 
e~ n—1 
(2) 当 a=b 时 ,级 数 为 T IzI «lal; 


n=l 


1 1 1 
M azeb 时 ,级 数 为 二- >) (e pn ja， 
|z|=<min(lal ,15|). 
(3) 1—22^-F3z'— 495 Ti — Ie] 1a 


2 4 
(4) d T LEN |z| «co; 


(5 -iàc D' Q3, || «eo. 


(6) Sa MN |z| «1. 


47 (O0 BD) C-D'G*DG-D'*, |z-1| «1; 


n=0 


DS sin( 2+1) &—P*, |z—1|<00; 


n=0 


(3) È aui DJ], Iz- api £, 


n-0 
LO "GE A. E vr ess 
(4) 14-2(z 4 2 十 20z 1 Pg 3 (z 1 PHs 
mE aE, 
EZ 1 |< 1" 


1.3 y aei 
48 (D 4—-22,27,0«l|z|«1, 


n=0 


EN 1 
$+ D 站， 0<|1z|<coi 


n=0 


SS 1 
(2) 2 ur5p £z 0€ «e 


工 
P 3 
t2; CDH A Au 1« |[z| «2; 


n i BT 0c |z—1]|«oo. 


4.9 在 0 过 |z 一 1| 之 1 内 ,f(z)= 一 »,G-0D"; 


n=0 


在 1 二 |z 一 1| 二 吕 内 ,f(z)== > th 


n=0 


CIV Ded dd hoho heh 


4. 10 Ter (nt DG, 0< [sil ez. 


n-0 


习题 五 
5.1 (D Æ; (2) 不 是 ; (3) È. 
5.2 (D) z=3i, 一 阶 ; (2) z—0, — lp z— kx (k 为 整数 ,k 取 0) ,一 阶 ; 
(3) z= 二 0, 四 阶 ,z== V2kri, 一 
5.3 Q) z=0 为 简单 极点 , z= 二 士 2i 为 二 阶 极点 ; 
(2) z= 二 0 为 二 阶 极 点 ; 


(3) pei (k—0, 土 1,…) 各 为 简单 极点 ; 


(4) z—0 为 三 阶 极点 ,z= 二 2krxi (& 一 土 1, 土 2,…) 各 为 简单 极点 ; 
(5) zx 一 0 为 可 去 奇 点 ; 
(6) z—0 为 可 去 奇 点 ,z 二 2kri (一 土 1, 土 2,…) 为 简单 极点 . 
5.6 (1) 是 ; (2) 不 是 . 
5.7 (1) Res[ f(z),0]=0; 


56 士 33i 
100 ! 


(2) Res[ /( 2] 229, Res[ f(z), E= 


(3) Res[f(2,—1]— —2sin2; (4) Res[f(2),0]= — c; 


(5) Res[ f(22,0]—0,Res[ f 2 ,krx]= 


(=i 
Es ,kzE0; 


(6) 于 三 处 处 解析 . 


5.8 (1) 0; (2) ise (3) 4ne'!i; (4) —2mi; 

(5) 34la| «c Ib] C1, 积分 为 零 ; 当 |a1<1<|5| 时 积分 为 
ro OE DL ss x 1« lal cio RANE. 
.9 (D 本 性 奇 点 ,0; (2) 可 去 奇 点 ,0; (3) 简单 极点 ,一 1 


5.10 € 一 本 ri (2) 2xi. 


Qs 


Un 


UA 


dE. JH 
.12 (D ; (2) 2 (3) 24! 


2r 
Va —1 
(4) re lcos 2; (5) Bai (6) geri 


人 E24 


5.14 在 |z| 二 1 内 有 一 个 根 .在 1 二 |z|<=2 内 有 三 个 根 . 


习题 六 
6.1 (D 旋转 角 0—0, 伸缩 率 为 2; (2) 0=rr= 4; 


(3) 0 一 于 ,rr 一 2V2; iio cud 4: 7 一 10. 


3 
6.2 Ow ry 42) vet-rd 
1M e EN 
(3) (v—5) dej (4) Ws 
6.3 (D 下 半 个 单位 圆 域 ;(2) Im w > Re w; 
(3) Im w<0 上 除去 |w 一 去 (1 JEN 后 的 区 域 ; 


(4) Re w»0, | 到 | > 去， Im w0. 


6.4 |w|-1 且 沿 由 0 到 1 的 半径 有 割 痕 . 


LEM, Làxt2ci 


6.5 CL) w= 二 ; (2) w "HE. 


(3) w= (+). 


z—3 
3 zl1\? 
(2) we —i( 2*1) 
6.7 (D wm iE (2) w i 
_3zx 十 (站 二 2D ， 
(3) w= ET NU 
Q5.—2)2--3. 
UN inu 
(4) bugie 
68 (D w=; (2) w= D 
z 
ac[z4—iy _ /z+t16Y’ 
6.9 (1) w= 局 =] n2) w= (£x) 


2/3 2/3 \ 2 
(3) w= ; (4) w=- (5) i 


习题 七 
7.1 (D w2-2(G-D, 流 线 ;zx(y 十 1) 二 C1, 等 势 线 ;x? 一 (y 十 1)? 二 C,; 
2z 


M i Pío c lo ——— 
(2) v(z)= Bre RR: yF Ry C, 
a =y 3-1 -» 
FRR yF iry C 
= 1 
(3) v=o —1— 3p MAR y 170 AR ziy ne E. 


1—i 
(4) v(z) 一 一, 流 线 :po 一 Cle ? ,等 势 线 :p 二 Czer. 
z 


7.2 (100,0; (2) 0,0; (3) 0,0. 


好 一 1 


Sh ZEE 
7.4 E, : E,=1: 2. 


7.5 w—w. Vý +k , vz)= f(z)=— = 


UEM 
习题 八 
-— TT —2 — m 
8.3 w=2, F(nwo) ax — Da 05 +l; E2, =y 
o= 2 € ou Le 


8.4 "ne adi €) Dus 
I-A 


(3) fa) = 二 [| Sin e — eoa E E 
P 


A (5 — o )cos wt 2wsin wt 
(4) fO x2 etd, 


8.5 il (2)F(w) 一 


= 
一 wzsin em. 
8.6 (1)F(Cw) 一 一 ; (2) F(o) — 5 j[8Go-- 2) — 30(9—2)]; 


TOME GUN CNOM RE 


(3) F(w) 一 于 jiLS(o 一 3) 一 38(o 一 1D) 十 38(o 十 1) 一 SCw 十 3)]; 


(4) Fw) — 7-LW3 8G 5) H (3 —))8(9—5)]. 
4sin?n wo 
n r 

1s n0, 
0, 7 一 士 2， 二 eet. 


?9 n—il, et AA T» 
8.10 (D a — 5. Flnwo)= 


taie CAM 8sin?n wo 
w= 2x80) + 2) — 1. 8 nus) i 


用 一 一 co 


D am. Fm) = i. ,0 


hj/2nn, n=],2,°s 
-1 


. 十 ce 
Fw) =- D) Éste na) Hahaa) 9, P ao no). 


六 一 一 co n=] 


8.11 /f(2-ocos wt. 


8.12 F(o)-cos wa 十 cos 9€, 


2 
8.14 1—e". 
8.16. (DF(G) =- H [8(—o5) — dCwt ow)]; 
wo 0 J 
(2) Fea a 
(wo 一 ao ) 
习题 7L 


9.1 CDFG) 7 -G-4e? e); 


Qro-Sa-eto-4Lein 


$T1* 
(8) POD = 
$27 Skl 
2 1 
9.2 (D i241! (2) ;T2!' 
2 1 
(3) y. (4) 3! 


2,2 oeeeeeeerrrererrerersresrererereererssusnnrereseerseneneereneersesruseerereeneeeeeseeseeone 


2 
Nc s*-1-2 


(5) 3 十 4 sCs 2-45)" 
$3 bostat y 43 du 
i s 5 (so—1)’ 
$—4$4-5 10—3s 
(3) "G-p OO S4! 
s*—a* 5 十 4 
6 apay O GTD A 
= 4GS . 2s! +12s+13) 
$4 (DFG-r Trag: P FOTSICEOHRATU 
9.5 (Df()0—-—2sh 5 (2) f(0— 28h (3) f(D —tsh t. 


ES Ec UE. n 
(D fo = L fesh tdt = cht 一 十 sh+. 


9.6 (O) FG) — 5 — arctan $; 


(2) FG) 7 I (X —arctan 3), 


9.7 (Dln2; (2) i 


9.8. (1) 二 sin at; (2) lae" — be"); 


Less a—c "|-a: 
(3) Te ul UP =. ; 


1 ip: 
(4) F Ceos cos 2t); (5) sinz sin 2t; 


(6) L (sin ttcos ges ; 


Oxct-2, r 2 
(7) 7D= 人 2 (8) —(1—ch D. 
2(t—1) ,2>2; t 


»» LIOFI 
9.10 (D: (2)m! n! "+! /(m+n+1)!; 


Lain E ego kt; (4) sht—t; 


(3) 2k 2 


0, t-a, 0, Fe Wn 
(5) t (6) t 

f fa- Dàz2ai f fa- adrt a 

0 0 


9.12. (D y= Pe; (2) y=e +]; (3) y 一 sin t; 
= — 2t 1 —RG-1) —(-1) 1 
(4) yz e'—e “二 Tu(t—1) pu -—e t ; 


(5) y- lr LP et Cos t— sin t). 


x(üD-—u(t—10, 
y(t)=0. 


X(t)=—t+te', 
9.13 (1) (2) | 
y(D-—1-cte'—e; 


(254 TILTITOTTTTT TTT 


